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Introduction

Les progreés de I'informatique ces derniéres décénnies et notamment la dispo-
nibilité d’une puissance de calcul de plus en plus accrue ont faire connaitre
au traitement d’image un développement fulgurant. A ce jour, le traite-
ment d’image trouve des applications dans tous les domaines ; voici quelques
exemples courants (cette liste n’étant pas exhaustive) :

— le monde du multimédia : a «’heure du numérique», le grand public est
equipé d’appareils photo ou vidéo et souhaite disposer de logiciels per-
mettant de traiter toutes ces images (amélioration de la qualité, trans-
formation, extraction de certains objets,...). La télévision numérique fait
appel aussi & son lot de traitements spécifiques notamment en compression
vidéo,. . .

— le monde industriel : le contréle de qualité de piéces en sortie de chaine de
production est un travail fastidieux. Des solutions analysant les formes pré-
sentes dans une prise de vue des piéces permettent d’automatiser ce type
de tache. Le controle non destructif cherche & détecter des défauts a l'inté-
rieur de structures ou objets, l'analyse d’images de type radiographiques
permet d’obtenir des outils adaptés a cette problématique. L’industrie de
I’automobile réfléchit & incorporer des systémes de vision nocturne pour
I’aide & la conduite,

— le monde médical : scanner, doppler, IRM, échographie, ... autant de pro-
cédés d’acquisition d’images dont le but est 'aide au diagnostic du méde-
cin. Ces différents types d’imageurs nécessitent des traitements spécifiques
pour permettre I’extraction d’information facilement interprétable,

— le monde de la Défense et de la sécurité : les applications dans ce do-
maine sont trés nombreuses. Cette thése s’étant déroulée dans ce contexte,
nous allons en décrire dans le détail les différentes problématiques, celles-ci
ayant trés largement inspiré les travaux de recherche de cette thése.

11
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Les problématiques du traitement d’image dans le domaine
militaire

Cette thése a été réalisée dans le cadre du poste que j'occupe au sein de
la Délégation Générale pour ’Armement (DGA) et plus précisément au dé-
partement Géographie Imagerie Perception (GIP). L’une des missions de
ce département est de conduire les différentes études sur les systémes de
perception potentiellement intéressants d’un point de vue militaire. Nous
pouvons voir deux branches paralléles, mais finalement pas si éloignées 'une
de 'autre : d’'une part les aspects capteurs optroniques et leurs traitements
associés, d’autre part les aspects traitements «automatiquesy (détection de
cible, reconnaissance de formes. . .).

Aspects capteurs optroniques et traitements associés

Un vieux réve des opérationnels était d’acquerir la possibilité de voir la nuit.
Ce fut chose faite avec 'apparition des capteurs de type intensificateurs de
lumiére et des capteurs de type infrarouges'. Ces derniers permettent de
visualiser d’autres bandes spectrales complémentaires du domaine visible
(comme par exemple la diffusion de chaleur par les étres vivants ou les mo-
teurs de véhicules), mais induisant par la méme une nouvelle préhension des
scénes observées. Ce type de capteur posséde aussi ses défauts spécifiques
dont les deux principaux sont :

— la non-uniformité des capteurs : un capteur est constitué de plusieurs
pixels, ceux-ci n’ont pas tous exactement la méme réponse (conversion
photons / niveau de gris dans 'image). Ce phénoméne est trés nettement
visible dans le domaine infrarouge, la figure 1 en illustre le principe. La
bande de gauche correspond & un signal de type rampe. Si tous les pixels
avait la méme réponse, alors une ligne horizontale dans cette rampe devrait
avoir les mémes niveaux de gris dans I'image. Or on voit trés clairement
que ce n’est pas le cas; on observe ici la non-uniformité des réponses des
différents pixels du capteur. Ce phénomeéne se retrouve aussi dans la par-
tie de droite censée étre totalement uniforme et sur laquelle on observe
une sorte de «texture». Ce probléme peut étre génant dans la perception
des objets de la scéne observée. Des traitements de correction des non-
uniformités sont nécessaires afin de corriger ces défauts.

— I’égalisation des contrastes dans une image : la présence d’un objet trés
chaud dans une scéne vue en infrarouge va considérablement impacter la
dynamique de I'image. Ainsi des détails de la scéne peuvent ne plus étre

!les bandes infrarouges classiquement utilisées sont : le proche infrarouge (0.8um —
2um), la bande 2 (3pm — 5um) et la bande 3 (8um — 12um)
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Fic. 1 — Non-uniformité des capteurs en imagerie infrarouge.

visibles malgré leur présence dans 'image. La figure 2 illustre ce comporte-
ment. L’image en haut & gauche montre le résultat obtenu d’une égalisation
d’histogramme effectuée en tenant compte de la dynamique contenue dans
la zone 1. En haut a droite le méme type de traitement en tenant compte
de la dynamique de la zone 2 et en bas & gauche en tenant compte de
la zone 3. Enfin, I'image en bas & droite montre quant & elle le résultat
obtenu grace & un traitement adapté se basant sur une information locale
de l'image. Les trois premiers cas ne permettent pas de voir I’ensemble
de 'information contenue dans l'image. Le traitement adaptatif donnant
I'image en bas & droite permet quant & lui d’obtenir pleinement I’ensemble
des informations contenues dans la scéne visualisée. Les fantassins et le
véhicule blindé sont trées clairement visibles mais aussi le pylone et les
cables électriques qu’il est indispensable de faire apparaitre a 'opérateur
humain si par exemple le systéme sert a la navigation de nuit d’un pilote
d’hélicoptére.

Un autre type d’imagerie maintenant classiquement utilisée dans le domaine
militaire est I'imagerie de type SAR? permettant de faire apparaitre d’autres
informations (comme certaines propriétés des matériaux des objets présents
dans la scéne). Ce type d’image est généralement trés bruité (voir un exemple
figure 3), ce qui introduit la nécessité de pouvoir disposer d’algorithmes de
débruitage voire plus généralement de restauration d’image. Ce type d’image
peut aussi étre utilisé pour faire de la reconstruction 3D et réclame donc des
algorithmes particuliers.

2 Synthetic Aperture Radar (Radar a Quverture Synthétique)
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Fia. 2 — Tlustration de la problématique de 1’égalisation de I'histogramme
(voir le texte pour les explications).

Fia. 3 — Exemple d’image SAR.

Plus récemment, de nouveaux types d’imageurs ont fait leur apparition.

Tout d’abord, les imageurs actifs qui utilisent un faisceau laser (qui peut étre
dans différentes bandes spectrales) éclairant la scéne et se réfléchissant sur
les objets pour étre ensuite capté et former une image (voir le schéma figure
4). Outre la possible présence de bruit dans les images suivant les conditions
d’acquisition, nous sommes confrontés & un autre probléme qui est la dé-
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formation des objets. Ce phénoméne est essentiellement d aux turbulences
atmosphériques qui viennent modifier le trajet du faisceau laser. Cette défor-
mation est génante si 'on souhaite faire de la reconnaissance d’objets (voir
la figure 5). Ici aussi il est nécessaire de développer des algorithmes per-
mettant de corriger 'influence de ces turbulences. Pour cela, des modéles de
propagation du faisceau laser en atmosphére turbulente sont actuellement
a 'étude. Ils devraient permettre de comprendre le phénomeéne intervenant
dans la formation de I'image et ainsi nous guider dans le développement de
méthodes de restauration d’image spécifiques. On notera que cette problé-
matique de leffet des turbulences se retrouve aussi en imagerie passive et
fait actuellement 'objet d’une thése au sein du département (je remercie
Magalie Lemaitre [49] de m’avoir fourni les images de la figure 6 présentant
un exemple d’image déformée en infrarouge ainsi qu’une version restaurée
obtenue par une méthode de filtrage adaptatif)

la=er

T
l—-.h -"-'_-1-_.-"

sofne
Callcra

Fi1a. 4 — Schéma de principe de I'imagerie active.

D’autres types de systémes optroniques actuellement en plein essor sont les
systémes multispectraux ou hyperspectraux. Ce type d’imageur fournit une
visualisation d’'une méme scéne dans N bandes spectrales différentes. La
figure 7 donne un exemple d’images obtenues grace a ce type d’imageur.

Chaque matériau a une réponse différente suivant la bande spectrale dans
laquelle il est observé. Cette décomposition d’une méme scéne en N bandes
spectrales distinctes doit permettre de réaliser une classification des maté-
riaux présents dans la scéne en vue de faire de la reconnaissance et de 'identi-
fication d’objets. Des travaux sont actuellement en cours tout d’abord dans le
but d’identifier les bandes spectrales réellements intéressantes. Par ailleurs, il
est aussi nécessaire d’étudier les différentes méthodes de classification exis-
tantes afin de trouver la mieux adaptée & ce type de données. Une autre
application pouvant étre envisagée serait de fusionner ces différentes infor-
mations en une seule et méme image contenant un maximum d’informations
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FiG. 5 — Exemple d'image acquise en imagerie active laser.

sur la scéne et pouvant étre visuellement compréhensible par un opérateur
humain.

Traitements automatiques

Nous venons de faire une premiére allusion, ci-dessus, & la notion de trai-
tement automatique en parlant de méthodes de classification dans le cadre
de I'imagerie multispectrale. Le besoin de traitements automatiques ou semi-
automatique est de plus en plus prépondérant. Un opérateur humain a main-
tenant & sa disposition plusieurs systémes. Or il ne peut pas analyser d’une
maniére optimale ’ensemble des informations lui parvenant et ceci d’au-
tant plus si il est dans une situation de stress (en situation de combat par
exemple). D’autre part, les sytémes actuels permettent d’obtenir des infor-
mations, parfois de natures trés différentes, en grande quantité, ce qui améne
& se poser la question de savoir comment interpréter ces données proposant
chacune une perception spécifique de la méme scéne. Par ailleurs, les temps
de traitement pouvant étre longs et fastidieux pour un opérateur humain, il
est alors intéressant de disposer de traitements automatiques afin d’exploiter
ces données.

Concernant les problématiques intéressant la Défense, les besoins concernent
majoritairement les notions de Détection, Reconnaissance et Identification
(DRI). Examinons cette chaine dans l’ordre :

— Détection : les différents types d’imageurs fournissent chacun leur vision
d’une scéne. La premiére chose est de détecter les cibles®. Si quelques types

30n appelera cible tout ce qui ne concerne pas les éléments naturels d’une scéne :
véhicules, personnes, objets manufacturés,. . .
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F1G. 6 — Exemple de turbulences en imagerie infrarouge (I'image dégradée a
gauche et sa version restaurée a droite).

d’imageurs permettent assez aisément la détection de certaines cibles (en
imagerie thermique, un véhicule ayant des parties chaudes générera des
«points chauds» qu’il est souvent possible de détecter & l'aide de tech-
niques de seuillage par exemple), d’autres ne sont pas aussi catégoriques.
Par ailleurs les méthodes de camouflage font tous les jours des progres,
ce qui rend la tache plus difficile. Prenons I'exemple de la figure 8 conte-
nant quatre cibles qui, si certaines sont détectables assez facilement a 1’ceil,
d’autres le sont nettement moins (& la fin de cette introduction la figure
10 donne la position des cibles). Ici nous sommes confrontés a une analyse
du contenu de 'image et en particulier & ’analyse de texture dans ce cas
(et ce sera trés souvent le cas d’une maniére générale sur ce type de pro-
blématique). Méme si la littérature regorge d’articles abordant 1’analyse
ou la classification des textures dans une image, le fait est que la plupart
d’entres eux le font sur des images de test créées par leurs auteurs ou étant
& la disposition de la communauté. Malheurement la plupart de ces algo-
rithmes voient leur taux de réussite chuter si on les utilise sur des images
de scénes réelles contenant des textures de nature assez proches les unes
des autres.

— Reconnaissance : le but ici est de pouvoir dire si la cible précédemment
détectée est une jeep, un véhicule type blindé a roues, type blindé & che-
nilles, un fantassin, ... Les algorithmes visés ici sont des algorithmes de
reconnaissance des formes. La premiére étape de ce type d’algorithme est
généralement une étape de segmentation de la cible afin d’en extraire les
contours. Ensuite la forme de la cible doit étre «reconnue» ; cela sous-
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FiG. 7 — Résultats obtenus en imagerie multispectrale.

entend généralement qu’une base de donnée de formes admissibles est dis-
ponible et que des algorithmes de comparaison de formes vont retenir celle
la plus probable correspondant a la cible détectée. La figure 9 donne un
exemple de segmentation obtenue en imagerie infrarouge & ’aide d’un mo-
dele de contour actif statistique [41] que nous avons proposé et dont nous
rappelons le principe en annexe B.

Identification : le but final est de pouvoir connaitre le "modeéle" de la cible.
La premiére information primordiale est de savoir si la cible est amie ou en-
nemie. Ensuite vient la nécessité de caractériser la cible (comme identifier
le modele de char par exemple) afin de pouvoir choisir la méthode adéquate
pour éventuellement la neutraliser. Cette problématique de 'identification
est souvent basée sur la notion de signature. Ceci sous-entend que l'on
doit étre capable d’extraire certaines primitives et de pouvoir ensuite les
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Fic. 8 — Exemple de scéne en imagerie visible contenant des cibles.

comparer & celles contenues dans une base de données afin d’obtenir le
résultat souhaité.

Les besoins mentionnés ci-avant se basent sur des scénes ou des séquences
d’images d’une scéne fixe. Le besoin de faire du suivi de cible en mouvement
est aussi indispensable. Ce type de probléme impose de s’intéresser & des
algorithmes de détection de mouvement et aussi de suivi de changement de
forme des cibles. Par exemple, dans une application de vidéo surveillance,
on s’intéresse au comportement d’une personne afin de savoir si elle a une
attitude menacante ou non. Des algorithmes du type modéles déformables
(ou snake) semblent trés prometteur pour réaliser ce type de tache car ces
«objets» peuvent se mouvoir et se déformer au gré du comportement de la
cible dans la séquence d’images.

Certaines autres problématiques attenantes ou complémentaires ont fait ou
font leur apparition. Nous n’en citerons que quelques unes : reconnaissance
de caractéres (pour lidentification de plaque d’immatriculation, recherche
de mots-clés dans des documents écrits. . .), la détection et reconnaissance de
visages (pour 'identification de personnes), le recalage d’images, le comptage
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Fia. 9 — Extraction de la forme d’un char en imagerie infrarouge par contour
actif statistique.

d’individus dans une foule,. ..

Un autre domaine utilisant la vision par ordinateur est la robotique. Un ro-
bot a besoin de percevoir son environnement d’une part pour se déplacer
sans risque, d’autre part en vue d’explorer un lieu inconnu. Outre des cap-
teurs du type télémetre (a ultrasons ou laser), les robots sont aujourd’hui
traditionnellement équipés de caméras. Il est donc nécessaire de disposer
d’algorithmes capables d’apprécier le contenu sémantique d’une scéne.

Un autre aspect étudié au département GIP est la problématique de ’évalua-
tion des algorithmes de traitement d’images. En effet I'une des missions du
département au sein de la DGA est d’évaluer les performances de systémes.
La définition de métriques adaptées est nécessaire et doit étre représentative
des objectifs traités par les algorithmes. Nous abordons cette notion d’éva-
luation au cours de cette thése pour comparer les différents algorithmes mis
en jeu.

Objectifs de cette thése

Comme nous ’avons vu dans la section précédente, la diversité des problémes
abordés pour des besoins de Défense sont nombreux et touchent toutes les
branches de la recherche en matiére de traitement des images. Méme si cer-
tains outils mathématiques sont utilisés abondamment dans différentes pro-
blématiques, il n’existe pas de modéle visant & représenter d’un point de vue
mathématique une image. Pourtant I’idée de posséder un modéle «générique»
semble séduisante, car des algorithmes spécifiques pourraient stirement étre
développés pour essayer de résoudre de maniére adaptée différents types de
problémes.
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De récents travaux en analyse fonctionnelle permettent de mettre en place
un certain nombre d’outils en vue de créer un modéle d’image. L’idée de
base est de décomposer I'image f en deux composantes : I'une (notée u)
comprenant les structures de l'image et autre (notée v) les textures sous
I’hypothése f = u+v. Dans cette thése, nous nous intéressons a cette notion
de décomposition et étendons cette modélisation au cas trois composantes
en rajoutant la notion de bruit dans le modeéle (en effet des images issues
directement d’un capteur sont naturellement bruitées, cette composante doit
donc étre traitée dans cette modélisation).

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats d’analyse multi-
résolution par ondelettes et leurs extensions comme les ridgelets, les curvelets
et les contourlets (permettant de tenir compte de la géométrie présente dans
les images) dans le but de faire du débruitage. Le choix de ce type d’outils
s’est fait naturellement ; en effet, plus on diminue la résolution d’une image
et plus la présence du bruit sera faible. Nous rappelons les propriétés d’ap-
proximation de ce type de fonctions ainsi que les définitions des espaces de
Besov et des espaces de ridgelets. Nous proposons une définition des espaces
de contourlets et de la norme associée. Pour chacun de ses outils, les résultats
de débruitage par seuillage des coefficients sont rappelés et une comparaison
en terme de théorie de 'approximation sera donnée. L’algorithme de Rudin-
Osher-Fatemi basé sur la variation totale est aussi utilisé pour effectuer du
débruitage. Enfin, nous introduisons une méthode utilisant la fonction d’au-
tocorrélation pour nous permettre de juger de la «qualité» du bruit extrait.
Cette méthode nous permettra de comparer les différents algorithmes entre
eux en prenant un point de vue de décomposition et non seulement de dé-
bruitage.

Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons plus directement la notion de dé-
composition et la modélisation des textures. L’algorithme de Rudin, Osher
et Fatemi (ROF) rappelé dans le premier chapitre est le point de départ de
la. modélisation des textures par des fonctions oscillantes proposée par Yves
Meyer [54]. Les propriétés et la mise en ceuvre de cette nouvelle modélisa-
tion sont examinées notamment grace & deux algorithmes : I'algorithme de
Osher-Vese basé sur un systéme d’équations aux dérivées partielles couplées
et Palgorithme de Jean-Francois Aujol quant & lui basé sur une méthode
de projection non-linéaire. Le dernier modéle présenté est celui récemment
proposé par Ali Haddad dans ses travaux de thése [43]. Des espaces de Be-
sov bien choisis sont utilisés pour modéliser les différentes composantes de
I’image. Nous terminons ce chapitre en évaluant les performances des diffé-
rents algorithmes de décomposition en I'erreur commise sur les composantes
objets et textures lors de la décomposition appliquée sur une image synthé-
tisé par nos soins (nous générons séparément une composante objet et une
autre texture que nous assemblons au final).
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Le troisiéme chapitre étudie le cas des images bruitées. Pour cela nous in-
troduisons un nouvel algorithme permettant de décomposer une image f en
trois parties : structures (notée u), textures (notée v) et bruit (notée w) sous
I’hypothése f = u+wv+w. Pour cela, nous nous appuyons sur les résultats des
chapitres précédents et y ajoutons 'idée de régularisation adaptative utilisée
par Gilboa [39] pour débruiter des images texturées dans le cadre de ’algo-
rithme ROF. Ce principe nous permet de jouer sur la norme dans 'espace
des textures et ainsi séparer textures et bruit. En marge de ce travail, Aujol
et Chambolle ont, eux aussi, proposé un algorithme permettant d’obtenir
une décomposition en trois parties. Ils se basent sur une modélisation utili-
sant ’espace de Besov BSOLOO pour la composante bruit. Nous comparons les
résultats en sortie des deux algorithmes et examinons une possible fusion des
deux modélisations. Enfin, nous nous intéressons a l'utilisation des espaces
de contourlets en lieu et place des espaces de Besov afin d’étudier ’apport
de la prise en compte de l'information géométrique présente dans 'image.
Toujours dans un souci d’évaluation des algorithmes et en suivant la méme
démarche qu’au deuxiéme chapitre, nous proposons une mesure des perfor-
mances de ces différents algorithmes et concluons sur leurs capacités.

Le dernier chapitre, s’intéresse au coté applicatif de ces méthodes de dé-
composition d’image. Ces techniques étant relativement récentes, trés peu
d’applications ont été proposées & I’heure actuelle. Nous commencons par
examiner le débruitage dans le cas d’'un bruit de type multiplicatif en ef-
fectuant des tests sur des images de type SAR ou issues d’un imageur actif
laser. Ensuite nous étudions une application de détection d’alignements. Pour
cela, nous utiliserons une propriété particuliére de la décomposition d’image
(dont nous fournirons une preuve mathématique) qui servira de prétraite-
ment & une phase de détection. Cette détection se fait en deux étapes. La
premiére, «grossiére», s’obtient en appliquant l’algorithme de détection d’ali-
gnements par événements e—significatifs. Une deuxiéme étape dans laquelle
les segments détectés sont transformés en contours actifs ce qui nous per-
mettra d’obtenir une forme plus précise. Des tests seront effectués sur des
images obtenues a partir d’un capteur aérien, les réseaux routiers pouvant
étre vus comme un réseau d’alignements.

Compte-tenu du regain d’intérét pour ce type de technique & base de va-
riation totale par rapport d’autres techniques plus classiques de traitement
des textures, nous conclurons sur cette notion de modeéle pour les images et
nous donnerons quelques perspectives aussi bien d’un point de vue théorique
que d’'un point de vue applicatif. En effet, outre certaines questions sur la
modélisation elle-méme apparaissant naturellement, cette nouvelle «vision»
de 'image fait germer un certain nombre d’idées quant aux applications pos-
sibles et ouvre des voies de recherche intéressantes pour le futur.
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FiG. 10 — Position des cibles dans la scéne de 'image 8.
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Chapitre 1

Le bruit

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la composante bruit dans les
images. De nombreux algorithmes de débruitage existent dans la littérature
utilisant des techniques différentes : filtrage passe-bas, filtrage de Wiener, fil-
trage anisotropique, variation totale, seuillage dans I'espace des coefficients
d’ondelette, ... Dans ces articles, les auteurs s’intéressent généralement a la
qualité de I'image débruitée et oublient le bruit extrait. Dans cette thése,
nous faisons le choix de voir le bruit comme étant une composante & part
entiére de I'image originale. On est donc en droit de se demander quel algo-
rithme extrait un bruit de meilleure qualité ? Nous entendons par 1a, quelle
composante de bruit contiendra un résidu de 'image originale minimum et
aura des caractéristiques les plus proches du bruit original 7

Dans cette thése, notre attention s’est portée sur deux types de techniques :
I’approche multirésolution et 'utilisation de la variation totale. Nous avons
choisi de travailler avec des outils d’analyse multirésolution parce que il est
naturel de constater que le fait de regarder une image & différentes résolutions
influe sur la notion de bruit. En effet, le bruit peut étre vu comme des
détails dans 'image ; aussi en utilisant les coefficients d’une décomposition
multirésolution il est possible de traiter le bruit par des méthodes de seuillage
des coefficients.

Ce chapitre se propose tout d’abord de rappeler les définitions ainsi que les
propriétés des ondelettes. Nous examinerons les nouveaux outils d’analyse
multirésolution que sont les ridgelets, les curvelets (initialement proposées
par E.Candeés et D.Donoho [15, 16, 37, 17, 18]) et les contourlets (définies
par M.N.Do et M.Vetterli |33, 64, 35, 30, 32, 31, 29| directement dans le
cadre discret). Ces nouvelles techniques cherchent & améliorer le pouvoir
d’approximation des ondelettes en incorporant une notion de «directionalitéy
ce qui leur permet de mieux tenir compte de la géométrie présente dans
I'image (voir la figure 1.1).

Une facette intéressante pour notre démarche de modélisation est ’existence
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d’espaces fonctionnels associés aux ondelettes (espaces de Besov By, ) Nous
verrons que les espace de ridgelets ont été définis par E.Candés et nous
proposons de la méme maniére de définir les espaces de contourlets, notés
CTy, et leur norme associée.

Nous exposerons ensuite l’algorithme de Rudin, Osher et Fatemi [67] basé
sur la variation totale. Nous verrons dans le chapitre 2 que cet algorithme

a été le point de départ de la modélisation des textures proposée par Y.Meyer.

Nous terminerons ce chapitre en tentant de répondre & la question de la
qualité du bruit extrait. Pour cela, nous proposons une méthode basée sur la
fontion d’autocorrélation permettant de mesurer la quantité de résidu dans
le bruit. Nous donnons alors une comparaison des différentes méthodes de
débruitage en prenant ce point de vue.

a b

F1a. 1.1 — Fonctions d’approximation dans le cas des ondelettes (a) et dans
le cas des curvelets (b).

1.1 Les ondelettes

Nous commencons par rappeler les notations et propriétés de 'analyse en
ondelettes. La décomposition d’un signal en ondelette est apparue a la fin
des années 80 [52, 44, 77]. Les grands acteurs de la formalisation de la théo-
rie des ondelettes sont Y.Meyer, S.Mallat, I.Daubechies, A.Cohen (cette liste
n’étant pas exhaustive).

Dans la suite, nous raisonnons sur des signaux 1D mais I'extension aux cas N-
D se fait trés naturellement par séparabilité de la transformée. L’analyse en
ondelette permet de pallier certains “défauts” de I'analyse de Fourier. En ef-
fet, celle-ci donne la décomposition d’un signal sur une base de sinus-cosinus,
ce qui permet d’obtenir une analyse trés bien localisée en fréquence mais pas
en temps (les fonctions sinus et cosinus n’étant pas des fonctions localisées).
Prenons 'exemple d’un phénoméne transitoire. Celui-ci sera décomposé sur
I’ensemble du domaine fréquentiel alors que l'information contenue dans ce
signal n’intervient qu’a un moment donné (trés localisé dans le domaine tem-
porel). Nous voyons facilement, ici, la nécessité d’avoir une représentation qui
soit correctement localisée aussi bien en temps qu’en fréquence. La transfor-
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meée de Fourier a fenétre est apparue comme une premiére réponse i ce pro-
bléme car elle permet d’obtenir un pavage du domaine temps-fréquence (un
pavé étant aussi appelé un atome temps-fréquence). Toutefois, cette transfor-
mée n’est pas complétement satisfaisante car elle n’autorise pas un pavage du
domaine fréquentiel par des atomes de taille variable. Or dans le cas ot I'on
souhaite étudier des phénomeénes transitoires ayant des durées différentes, il
est nécessaire d’avoir des atomes qui soient de taille variable. La transfor-
mée en ondelette permet d’obtenir ce type de pavage; nous en rappelons les
principales propriétés.

1.1.1 Cas continu

La transformée en ondelette permet de décomposer un signal sur une famille
d’ondelettes translatées et dilatées. Une ondelette est une fonction ¢ € L?(R)
devant répondre & certains critéres :

/ P(t)dt =0 moyenne nulle (1.1)
R

||z =1 normalisation (1.2)

et ¢ doit étre centrée autour de 0. Une famille d’atomes étant obtenue par
dilatation (d’un coefficient a) et translation (d’un coefficient b) de 'ondelette

v
uatt) = 0 (57 (13

Alors la transformée en ondelette d’une fonction f € L?(R) au temps b et &
I’échelle a est donnée par

WT f(a,b) = (f,Yap) = /Rf(t);aw* (t — b) dt (1.4)

a
On peut remarquer que la transformée en ondelette peut s’écrire comme un

produit de convolution

WT a0 = fidul®) o0 )= ot () a9

Le théoréme suivant donne les conditions permettant de reconstruire la fonc-
tion f & partir de sa transformée en ondelette.

Théoréme 1.1.1 Soit 1 € L*(R) une ondelette réelle vérifiant la condition
d’admissibilité suivante

[P
Cy = /0 £ e < +oo (1.6)
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ot zﬁ représente la transformée de Fourier de 1. Toute fonction f € L*(R)
vérifie alors

0= o /+°O/w7f (a, b)\[zp (t;b> db% (1.7)

9, 1 [T da
JiC] dt—Cw/O | WT s(abyian (18)

Une preuve est donnée dans [52].

et

De nombreux articles sont disponibles dans la littérature concernant le choix
de I'ondelette mére 1. Suivant les applications visées, on cherchera a imposer
certaines contraintes & l'ondelette (régularité, taille du support, nombre de
moments nuls,...).

1.1.2 Cas discret

En pratique, nous disposons de signaux numériques composés de N échan-
tillons notés f[n]. Soit une ondelette continue v (t) ayant pour support [—K /2,
K /2] alors Pondelette discréte dilatée par 27 est définie par

Dimlk] = \/%1#[2—% _q] (1.9)

La transformée en ondelette discréte s’écrit

WT f[n, j] = }:f mpt,[m] = (f,1jn) (1.10)

et la formule de reconstruction n’est vraie que si ¢ vérifie quelques propriétés
supplémentaires [52]. On a alors

+o00
=" > W ln. jlvjaln] (1.11)

j=0 n

On voit sur ces relations que 'implémentation numérique de la transformée
en ondelette et de sa transformée inverse peut se faire grace a la mise en
place de bancs de filtres définis & partir de 2.

1.1.3 Analyse multirésolution

On définit une analyse multirésolution de la maniére suivante [52| : soit une
suite {V;};ez de sous-espaces fermés de L*(R). On dira que cette suite est
une approximation multirésolution si elle vérifie les six propriétés suivantes :
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V(i k) €22, f(t) €V & f(t—2k) €V, (1.12)
VieZ, Viz1 CVj, (1.13)
t
VielZ, ft)eVye f (2> € Vi, (1.14)
+oo
lim V; = V; = {0 1.15
Jlim ¥ j:(jooj {0}, (1.15)
+o0
lim V;= | V;=L*(R) (1.16)
Jj——o0 e oo

et il existe une fonction 6 telle que {#(t —n) }nez soit une base de Riesz de V4.
Soit une fonction ¢ (appelée fonction d’échelle) et définie par :

0(w)
(S22 o 0t + 26m2)

k=—00

pw) = (1.17)

Alors la famille {¢;y }nez définie par

pin(t) = \/%w <t;jn> (1.18)

forme une base orthonormée de Vj. Si l'on définit W; = V; © V1, la famille
d’ondelettes {1, }nez associée & cette fonction d’échelle (voir (44, 52, 77|
pour la construction de telles fonctions) est une base orthonormée de W;.
Donc toute fonction f € L?(R) peut se décomposer sous la forme

+oo
f(t) - Z anSOOn(t) + Z Zﬁjnwjn(t) (1'19)

j=0 n

ou les coefficients B, = (f,1jn) sont les coeflicients de la transformée en
ondelette et oy, = (f, pon) sont les coefficients de la projection sur le sous-
espace Vp. En d’autres termes, on a

(119) < f € Voeaéwj (1.20)
=0
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1.1.4 Espaces de Besov

Les espaces de Besov B, , sont des espaces adaptés aux ondelettes (0 < s <
00, 0 < p<ooet0<qg< o0). Les fonctions dans B, , ont s dérivées dans
LP g permettant de jouer plus finement sur la régularité des fonctions. Si l’on
considére que 'on utilise des ondelettes possédant au moins s + 1 moments
nuls et de régularité au moins C**! alors en dimension d, la norme sur B;,
est définie par

1/q

) q/p
e [Z 2j5\ﬁjn\p] (1.21)

Les coefficients a, et 3, sont les coefficients de la décomposition en ondelette
exprimés en 1.19.

D’autre part, la version homogénéisée de ces espaces est définie par des condi-
tions analogues & 1.21 ou l'on somme cette fois de j = —o0 & j = +oo (le
premier terme disparaissant). Il par ailleurs possible de démontrer que le
dual de Bll1 est l'espace Bioloo

1.1.5 Pouvoir d’approximation

La théorie de 'approximation étudie le taux d’erreur résultant entre une
fonction et son approximée. Dans notre cas, nous considérerons une méthode
d’approximation non-linéaire qui consiste & ne garder que les M plus grands
coefficients de la transformée en ondelette (nous garderons cette hypotheése
de travail dans le cas des transformeées ridgelets, curvelets et contourlets
vues dans la suite de ce chapitre). Le résultat suivant donne le taux d’erreur
aprés reconstruction dans le cadre de 'utilisation des ondelettes.

Proposition 1.1.2 Soit f}é’ﬂ”eld la fonction reconstruite a partir des M plus
grands coefficients de la décomposition en ondelette de f (on supposera que
ces coefficients appartiennent a I faible) alors il existe une constante M telle
que lerreur d’approximation soit donnée par

||f o f]i\u/[aveletH%Q < CM—l (1.22)

Cette proposition montre que plus le nombre M de coefficients gardés est
grand et plus I'erreur d’approximation est faible.
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1.2 La transformée ridgelet

1.2.1 Définition

L’extension au cas des images (2D) des ondelettes ne fait qu’utiliser le prin-
cipe de séparabilité avec une méme ondelette 1D en filtrant horizontalement
puis verticalement. L’analyse de 'image se fait alors suivant trois directions
principales (horizontale, verticale et oblique). Le contenu d’une image ne se
limitant pas seulement & ces trois directions, il est aisé de comprendre le
besoin de disposer d’outils gardant les avantages de ’analyse multirésolu-
tion proposés par les ondelettes et incorporant la notion de directionalité de
maniére plus fine. E.Candés a proposé dans [15] une nouvelle transformée
plus générale prenant en compte ces besoins : la transformée ridgelet. Les
fonctions ridgelet 1,3 sont définies de la méme maniére que les ondelettes
mais en ajoutant la notion d’orientation (controlée par le parameétre 6)

Yapo : R* — R? (1.23)
ilﬁ x1cos0 + xosinf — b

Vva a

Donc 1,5 ¢ est constant suivant les lignes 1 cos 0 +x2 sinf = cste et est une
ondelette ¢ dans le sens transverse de ces lignes.

Vabo = (1.24)

Définition 1.2.1 La condition d’admissibilité pour une ridgelette est :

N 2
ko= e 125

et elle entraine [ (t)dt = 0.

Par ailleurs, on supposera v normalisée

o)
:/ R (1.26)

Sous ces hypothéses, E.Candés définit la transformée ridgelet d’une fonction
f de la maniére suivante

Définition 1.2.2 Soit une fonction f(x1,x2). Les coefficients de sa transfor-
mée ridgelet sont donnés par

Rf((l, b, (9) = /¢27b79($1,:L‘z)f(xl,l‘g)dl‘ldxz =< f, w%b,@ > (1.27)

La formule de reconstruction est donnée par

2 +o0 +o0 da dé
f(z1,m2) = / / Ry(a,b,0)ap0(z) —
0 —00 0

db

— 1.28
a3 Am ( )
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D’autre part, la relation de Parseval est vérifiée :

Proposition 1.2.3 Si f € L' N L?(R?) et si v est admissible alors

da , df
118 = co [ 15 basalP g an (1.29)

ol ¢y = (477)_1KJ1

La preuve de cette proposition est donnée dans [15].

1.2.2 Transformée ridgelet et transformée de Radon

Nous commencons par rappeller la définition de la transformée de Radon.

Définition 1.2.4 Transformée de Radon. Soit une fonction f(x1,x3). Pour
(0,t) € [0,27) x R, la transformée de Radon de f est donnée par

Rs(0,t) = / f(x1,29)0(x1 cosO 4+ xo8in b — t)dridas (1.30)
R2

La transformeée ridgelet peut s’exprimer & partir de la transformée de Radon.
Pour cela il suffit de remplacer 'expression de 14 ¢ dans (1.27). On obtient
alors
1 t—>

Ry(a,b,0) = /Rf(e,t)\/aq/) <a> dt (1.31)
autrement dit, la transformée ridgelet est obtenue par une transformée en
ondelette 1D des lignes (6 = cste) de la transformée de Radon de I'image.
L’une des méthodes pour calculer la transformée de Radon est d’utiliser le
théoréme de projection des coupes : on calcule la transformée de Fourier
2D de I'image, on transforme cette image sur une grille cartésienne en une
image en coordonnées polaires (droites passant par les fréquences nulles avec
différentes orientations) puis on applique une transformée de Fourier inverse
1D sur chacune des lignes (pour 6 = cste). Il ne reste ensuite qu’a ajouter
une transformée en ondelette 1D suivant ces mémes lignes pour obtenir la
transformeée ridgelet (voir fig.1.2).

1.2.3 Espace de ridgelet- R,

A limage des espaces de Besov, E.Candés [15] définit des espaces de fonctions
adaptés aux ridgelets. La définition est la suivante (note : AveH (u, .)) signifie
u

que 'on calcul la moyenne de H (u,.) par rapport a la variable u sur le cercle
unité)
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t Radon Ridgelet ¢
FFT 2D Lo ! FFT-! 1D WT 1D
flr)—a- - - — —_—
o o o

Fia. 1.2 — Construction de la transformée ridgelet par le théoréme de pro-
jection des coupes.

Définition 1.2.5 Pour s > 0 et p,q > 0, on dira que f € R} , si f € L' et
AgeHRf(u,.) * | Lr < 00
. 1/
et {wszf(d—ﬂ/? (AveHRf(u, ) *z/;jugp) ”} € 1,(N) (1.32)

ot Ry(u,t) = [ __. f(x)dx la transformée de Radon de f (u = (cos;sind))

et v est la fonction d’échelle associée a 1.

On définit alors

1fllRs,, = Avel Ry (u,.) * ¢l|rr

1/q
+ 03 (2202 (e | Ry, ) w517 7) B (133)
Jj=0
et sa version homogéne Rj
1/q
11y, = S (275274072 (Avey || Ry, ) % slf5,) ) (1.34)
Rs, uwl[ LAY, - JjlLp :

JEL.

Comme dans le cas des espaces de Besov caractérisés par les coefficients d’on-
delette, la norme sur cet espace R; , peut se calculer a partir des coefficients
de la décomposition ridgelet. Pour cela, posons wj(u,b)(f) = (f(x), ¥;(u.x—
b)) pour j = 0 et v(u,b)(f) = (f(z), p(u.x — b)) les coefficients de la décom-
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position ridgelet, alors

1/p
1fllrs, = </\v(u, b)(f)\%udb)
1/q

/p\ ¢
+ Z(w‘sw‘(d—l)/? ( / |wj(u,b)(f)|pdudb>1 ) (1.35)

j=20

1.2.4 Remarques - Extensions
Analyse globale vs analyse locale

Nous pouvons remarquer que la transformée ridgelet proposée en (1.27) au-
torise une analyse uniquement le long de droites traversant complétement
I'image. Cela signifie que I'on effectue une analyse globale de I'image et non
locale ce qui est génant pour analyser des contours plutét modélisés par des
segments dans 'image. Pour pallier ce défaut, E.Candés et D.Donoho pro-
posent de faire une analyse par bloc de 'image :

— on découpe l'image en bloc de taille B = 2°
— on effectue la transformée ridgelet sur chacun des blocs.

Le paramétre s correspond a un facteur d’échelle, on peut ainsi construire
une pyramide de ridgelet afin d’effectuer 'analyse a différentes échelles et
de maniére locale (par le découpage en bloc).

Afin d’éviter les effets de bord diis au découpage en blocs, il est possible
d’adopter une stratégie de recouvrement des blocs ol les pixels qui se che-
vauchent sont affectés d’une pondération afin de pouvoir retrouver une re-
construction exacte.

Base de ridgelets orthonormales

Dans [79], D.Donoho et al. montrent qu’il est possible de construire une
base orthonormale de ridgelet en utilisant la reformulation suivante dans le
domaine de Fourier

AAE) = 1617 (Dia(€Dwis(6) + din(—lENuiy@ +m) /2 (136)

ot ;1 (J, k € Z) est 'ondelette de Meyer sur R et (wi,; pourl=0,..., 2t
1 wi ; pour i =g, [ =0,... ,2¢ —1) est une base orthonormale de L2[0, 27)
construite a partir d’une périodisation des fonctions d’échelle w?ojl de Lemarié
al’échelle ig et une périodisation des ondelettes de Meyer wil’ ; pour les échelles
i >ig. Si on note A = (4, k, 1,1, ¢) alors les fonctions py = TF~1(p,) sont les
fonctions ridgelet orthonormales.
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1.3 La transformée curvelet

1.3.1 Construction de la transformée

[’idée de la transformée curvelet [16, 17, 18, 37, 70] est d’appliquer la dé-
composition pyramidale ridgelet non plus sur I'image elle-méme mais sur
chacune des sous-bandes obtenues en sortie de la transformée en ondelette
non décimeée (transformée en ondelette & trou) de 'image.

D’un point de vue mathématique, la transformée se construit de la maniére
suivante (voir fig.1.3)

1. Décomposition en sous-bandes : on définit un banc de filtre Py, (As)s>0-
On obtient donc la décomposition

f'_> (P0f7A1f7A2f7"') (137)

2. Partition des sous-bandes : soit 'opérateur wg(z1, x2) permettant d’ob-
tenir une partition en carrés dyadiques :

Qs = [k1/2°, (k1 +1)/2°) x [k2/2°, (k2 +1)/2°) (1.38)
Le découpage des sous-bandes est donc obtenu par

Asf = (wQAsf)qea, (1.39)

ou Qs est I’ensemble des carrés dyadiques possibles sur 'image.

3. Renormalisation : soit I'opérateur défini sur un carré dyadique
(Tof)(w1,22) = 2°f(2°x1 — k1, 2°29 — ko) (1.40)

Cet opérateur raméne donc un carré @ sur un carré [0,1]2. En appli-
quant I'inverse de cet opérateur sur les carrés de la partition on obtient

90 = (Te) ' (welAsfg Q€ Qs (1.41)

4. Transformée ridgelet : les coefficients curvelet sont obtenus en pre-
nant la transformée ridgelet orthonormale de chacun des blocs de la
partition :

ap =<gq,px >, k=(Q,\) (1.42)

Les fonctions curvelet sont obtenues par

Yo = Dspro p=MAeNQe Q) (1.43)

La reconstruction est obtenue en déroulant 1’algorithme dans 1’ordre in-
verse (transformée ridgelet inverse, reconstruction de la partition initiale
de I'image, filtrage dual pour la reconstruction de I'image & partir des sous-
bandes).
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Transformée curvelet

Fi1G. 1.3 — Construction de la transformée curvelet.

Transformée ridgelet

RT =
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1.3.2 Aspects théoriques

E.Candés et D.Donoho ont montré que la transformée décrite précédemment
permet de construire un tight frame de Lo(R?)

f:Z<f7'Vu>7u' (1.44)
o
La relation de Parseval est aussi vérifiée
2 2
ZK Fo > =111z (1.45)
m
Il est aussi possible de montrer que les curvelets obéissent & une loi d’échelle
parabolique :
largeur ~ longueur? (1.46)
ou
longueur(y,) ~ 2~ ° (1.47)

Transformée continue

Dans [17, 18|, E.Candés et D.Donoho définissent la transformeée curvelet
continue et montrent que 'on obtient aussi un frame de Ly(R?). Pour cela,
ils effectuent un pavage du domaine fréquentiel par des fenétres radiales
(W(r)) et des fenétres angulaires (V(t)). Ces fenétres doivent vérifier les
conditions d’admissibilité suivantes

oo d
/ W(ar)Qza =1, Vr>0, (1.48)
0

/1 V(u)?du =1 (1.49)

1

A partir de ces fenétres, on peut construire une famille d’éléments d’analyse
controlés a l'aide de trois parameétres : le facteur d’échelle a > 0, la position
b € R? et l'orientation # € [0,27). Si I'on note Ry l'opérateur de rotation
d’un angle de 6 radians, I’élément de base est donné par

Yabo () = Ya0o (Ro(z — b)) (1.50)

ou
Aaoo(r,w) = W(ar)V (w/y/a) a®*,  0<a<ag (1.51)

La transformée curvelet continue est alors définie par

Tf(a,b,0) =< Yaps, f >, a<ag<7?,beR?0e0,2r) (1.52)
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Les auteurs montrent que I’on peut reconstuire f a partir de la transformée
I'¢(a,b,0) et que la formule de Parseval est vérifice

£@) = [ T, O ao) 55 ot (1.53)
da
I £112 :/\Ff(a,b,e)yQGBdbde (1.54)

Pouvoir d’approximation des curvelets

Dans [16], E.Candés et D.Donoho explorent les curvelets du point de vue
de la théorie de 'approximation. Ils montrent notamment que les curvelets
permettent d’avoir un meilleur taux d’approximation que les ondelettes. On
note f’ ﬁ"”det la fonction reconstruite a partir des M plus grands coefficients
de la transformée curvelet de f; f sera supposée trés réguliére dans des
domaines réguliers D;, 1 < j < N, avec des discontinuités de premiére
espéce a travers les frontiéres I'; des D;. Alors on a

If — fiEreet)2, < CM 2 (log M)? (1.55)

1.4 La transformée contourlet

Les premiéres applications des curvelets [70, 71, 72] montrent un certain
potentiel de la méthode ; toutefois leur implémentation numérique n’est pas
aisée du fait que la construction est faite dans le domaine continu. M.Do et
M. Vetterli |33, 64, 30, 32, 29, 79] ont repensé d’un point de vue discret le
probléme du filtrage directionnel et ’aspect multirésolution. Pour cela, ils
combinent deux méthodes complémentaires :

— une décomposition pyramidale laplacienne par ’algorithme de P.J.Burt et
E.H.Adelson [14], afin d’obtenir 'aspect multirésolution,

— un filtrage directionnel 2D proposé par R.H.Bamberger et M.L.T.Smith
[9], appliqué sur chacune des sous-bandes de la décomposition pyramidale.

L’intérét de ces méthodes est qu’elles sont toutes les deux basées sur une
construction par banc de filtres ayant la propriété d’étre inversibles de ma-
niere exacte.

1.4.1 La décomposition pyramidale laplacienne (LP)

Le principe de la décomposition LP est le suivant (on notera f I'image d’en-
trée), la figure 1.4 décrit les étapes de décomposition et reconstruction :

— on géneére une version a résolution plus faible de f par un filtrage passe-bas,
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— on sous-échantillonne cette nouvelle image, on obtient alors une image c,

— on obtient 'image des détails en faisant la soustraction entre f et une pré-
diction de f obtenue par sur-échantillonnage et filtrage dual de c. L’image
d ainsi obtenue correspond a une version de 'image d’origine filtrée par
un filtre passe-bande.

La reconstruction est le pseudo-inverse de l'algorithme de décomposition
(valable uniquement dans le cas ou les filtres sont orthogonaux), I'image
reconstruite sera notée f.

P~

d - ()—0 f

Fia. 1.4 — Décomposition (en haut) et reconstruction (en bas) pyramidale
laplacienne (LP)

On applique cette décomposition & chaque niveau de résolution pour obtenir
la structure de pyramide (un exemple de décomposition pyramidal est donné
fig.1.5).

Le sous-échantillonnage et le sur-échantillonnage sont définis de la maniére
suivante :

Définition 1.4.1 Soit M la matrice de sous-échantillonnage de taille 2 x 2
alors le sous-échantillonnage est défini par

xp[n] = x[Mn] (1.56)

et le sur-échantillonnage par

(1.57)

s zk] si n=MkkecZ?
zyln| =
v 0 sinon

En pratique on prendra
M = diag(2,2) (1.58)
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FiG. 1.5 — Exemple de décomposition pyramidale sur 3 niveaux avec un filtre
“9_777.

La décomposition laplacienne permet d’obtenir une analyse multirésolution
(voir [33, 35| pour les détails), en effet on peut définir la fonction d’échelle
suivante

$(t) =2 glnlp(2t —n) (1.59)
nez?
bim=277¢ (t _Q?j”> j€Zner? (1.60)

alors dans le cas oil le filtre g est un filtre orthogonal on a

Proposition 1.4.2 A une échelle 27, la famille {®jntpeze forme une base
orthonormale de l'espace V;. D’autre part la famille {Vj}jez forme une sé-
quence multirésolution

Vo VicWwa Vo Vg, .. (1.61)

Sil’on note W; I'espace orthogonal & V;, on peut montrer que V;_1 = V;&W;.
En utilisant la notion de domaine polyphasé (voir [35]) on peut définir les
fonctions

Oty =2>" filnlp2t —n)  0<i<3 (1.62)

nez?

permettant ainsi de construire une famille de framelet, nous faisons remar-
quer que ¥(%) ne correspond pas a une fonction d’échelle (voir [29])
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t—2in
27

/@yw:2ﬁw”< ) jeZnel? (1.63)

On a alors la proposition suivante

Proposition 1.4.3 Soit la fonction w](l% définie en 1.63 alors

— a Déchelle 27, la famille {111](2} est une tight frame pour Wj,

0<i<3,nEL2

— a toutes les échelles, la famille {@Z)(z)

est une tight frame
]’n}jEZ,0<i<3,nEZQ ght |
pour L?(R?)

et dans les deuz cas la borne de frame est égale o 1.

La preuve est donnée dans [35].
Dans la suite, on notera
Himrznin () = v () 0<i<3 (1.64)

ou

ko= (0,007 s k1 = (1,0)T ko = (0,1)T s k3= (1,1)7 (1.65)

De la proposition 1.4.3 découle directement que la famille {z; 1}, 2 est
une frame ajustée de W;.

La décomposition pyramidale laplacienne permet d’obtenir un pavage du
plan fréquentiel en bandes concentriques (voir fig.1.6).

1
[

FiG. 1.6 — Pavage du plan fréquentiel obtenu par la décomposition pyrami-
dale laplacienne.
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1.4.2 Filtrage directionnel

Le filtrage directionnel 2D utilisé par M.Do et M.Vetterli est celui proposé par
R.H.Bamberger et M.L.T.Smith dans [9]. Le principe du filtrage directionnel
est de fournir les réponses au travers d’un banc de filtres orientés ( Directional
Filter Bank ou DFB) d’une image d’entrée d (voir fig.1.7).

filtre direction 0 —= %o

filtre direction k; — Ok,

F1G. 1.7 — Banc de filtre directionnel

Proposition 1.4.4 Pour d € un espace © et VI < oo, on définit

O = > g lm — S nld (1.66)

meZ>2
ot Uopérateur S,(Cl) “déforme” Uimage par Uintermédiaire de filtres quincuz
(voir [29] et fig.1.8 pour un exemple).
La famille {«9,(;)”} - est une base orthogonale des espaces directionnels
’ ne

o vk =1{0,...,2' — 1}
En conséquence, on a les propriétés suivantes

el1el)  vE#K (1.67)
o) = el ¢ el (1.68)
2l—1
o=Feo) (1.69)
k=0

Ce filtrage directionnel permet d’obtenir un pavage par “tranches orientées”
du plan fréquentiel (voir fig.1.9).

1.4.3 La transformée contourlet

M.Do et M.Vetterli combinent les aspects d’analyse multirésolution et de fil-
trage directionnel pour construire la transformée en contourlet (aussi appelée
Pyramidal Directional Filter Bank (PDFB)). Le principe étant d’appliquer
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Fia. 1.9 — Pavage du plan fréquentiel obtenu par filtrage directionnel.

un filtrage directionnel sur chacune des images de détails issues de la décom-
position laplacienne (voir la fig.1.10).

D’un point de vue mathématique, cela revient & appliquer un filtrage di-
rectionnel sur chacun des espaces W; de la décomposition pyramidale. On
obtient donc une famille de fonctions (j = échelle, k = direction, n = loca-
lisation)

P =" g tm — S nlpj 1 m(®) (1.70)

meZ?

On a alors les propositions suivantes

Proposition 1.4.5 La famille des fonctions {,og.l,)C n} i Jtelles que définies
vy ne
en (1.70), est un tight frame de stl,z, Vk=0,...,2 =1, dont la borne vaut

Les W](llz sont orthogonauz suivant les échelles et les directions.
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=
A

FiG. 1.10 — Principe de la transformée contourlet.

Proposition 1.4.6 On note

ka = > ol (1.71)
meZ?
alors pour 1 > 2
l l i l
P ) = o (t = 2715 0n) (1.72)

On en déduit

3
AN =3 ol ln+ kilfilm - 2n) | ¢jim(t)  (173)

mez? \ i=0 neZ?

e In]
d’autre part on peut montrer que

o |2 _3 . ! 2
prk’np_z Vi>2 jeZ 0<k<2 neZ (1.74)

M.Do et M.Vetterli montrent le théoréme suivant

Théoréme 1.4.7 V{l;},, une famille donnant le nombre de directions de
filtrage par niveau de résolution. Alors la famille

l.
{Ginm(®)i 5210 (1.75)

( >}j<jo, 0<k<2 —1, nez?

est une tight frame de Lo(R?), ayant pour borne 1.
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Corollaire 1.4.8 V{lj}jeZ une famille donnant le nombre de directions de
filtrage par niveau de résolution. Alors la famille

(&) } 1
{pﬂv’“’”( ) G€Z, 0<k<2 —1, nez? (1.76)
est une tight frame de Lo(R?), ayant pour borne 1.
Corollaire 1.4.9 On en déduit
LR =V, & | P W, (1.77)
J<jo
2l 1

S 1) = andion®) + 3 SN Buasl 1) (178

Jj<jo k=0 n

et

Ly(R*) =P W, (1.79)
JEZ
2li—1

=33 Birarli (@) (1.80)

JEZ k=0 n
Les coefficients ay, = (f|djo,n) €t Bjkn = <f|p§l,7€)n> sont les coefficients de la
décomposition contourlet.
On obtient alors un pavage du plan fréquentiel ot chaque couronne représen-
tant un niveau de résolution est elle-méme redécoupée en portions correspon-
dant aux directions que l’on se fixe pour chaque sous-bande (voir fig.1.11).

w1

Fi1a. 1.11 — Découpage du plan fréquentiel dans le cas de la transformée
contourlet.

On peut remarquer que si ’on double le nombre de directions toutes les deux
sous-bandes de résolution alors on obtient un découpage équivalent & celui
de la transformée curvelet de E.Candés et D.Donoho (& la différence pres
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que les bandes concentriques de résolution dans le domaine de Fourier sont
carrées dans le cas des contourlets et circulaires pour les curvelets)!

La figure 1.12 donne un exemple de transformée contourlet. En haut & droite
on trouve 'approximation & basse résolution, puis de droite & gauche on voit
apparaitre trois sous-bandes elles-mémes filtrées respectivement suivant 8, 8
et 16 directions.

FiG. 1.12 — Exemple de transformée en contourlet.

En se plagant dans le méme cadre d’hypothése que les curvelets (f sera
supposée tres réguliere dans des domaines réguliers D;, 1 < j < IV, avec des
discontinuités de premiére espéce a travers les frontiéres I'; des Dj), M.Do
et M.Vetterli montrent, d’un point de vue de la théorie de ’approximation
et moyennant quelques hypothéses sur les contourlets [33|, que si l'on ne
conserve que les M plus grands coefficients de la transformée contourlet (on
notera, fﬁ;}”t"“’”let I'image reconstruite) alors l’erreur d’approximation vaut

Hf _ .]Zfzc\/(lmtourlet||%2 < C(log M)SM—Q (181)

ce qui est le méme taux d’erreur d’approximation que dans le cadre des
curvelels.

1.4.4 Espace de contourlets

Nous proposons dans cette section de définir 'espace des contourlets, que
'on notera C'T;) .. Pour cela, nous nous inspirons de la démarche suivie dans
le cas des espaces de Besov et de ridgelets (d étant la dimension).

Définition 1.4.10 Sozent s >0 et p,q >0, si f € CT;, alors
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1/p
I fller;, = [Z\Oéjo,nlp]
n

i1 q/p 1/q
. i—l—&-s)q - .p
PO 2 S St p (1.82)
71<do k=0 n
ou
a/pY) 14

2li—1

_%+s>q Zzzjgwj,k,n‘p (1.83)
k=0 n

I fllers,

I
2

ou les coefficients o, n et Bjrn sont les coefficients de la décomposition
contourlet définis dans le corollaire 1.4.9.

1.5 Débruitage d’image
1.5.1 Débruitage par seuillage de coefficients

Le bruit présent dans une image vient altérer les détails de 'image. Cela
signifie donc que les coefficients de la décomposition en ondelette du bruit
seront d’amplitude faible par rapport aux coefficients du contenu sémantique
de I'image. L’idée de base du débruitage est donc de supprimer les coefficients
d’ondelette correspondants au bruit, pour cela on utilise généralement une
méthode de seuillage des coefficients. Les deux méthodes les plus classiques
dans la littérature sont les méthodes dites de seuillage doux (Wavelet Soft
Thresholding) et de seuillage dur ( Wavelet Hard Thresholding). Nous rappe-
lons ci-aprés les définitions de ces deux méthodes de seuillage.

Définition 1.5.1 (Wawvelet Soft Thresholding) L’opération de seuillage douz
des coefficients d’ondelette B, d’une fonction f pour un seuil § est définie
par (on note By, les coefficients seuillés)

ﬁjn —0 si ﬁjn >0
Bin=140 si |Bjn] <0 (1.84)
Bjn+06  siBjn < —6

D.Donoho et al. [36] montrent que le seuil § optimum dans le cas d’un bruil
blanc gaussien est donné par

d = oy/log N (1.85)
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ot o correspond a la variance du bruit et N est la taille de 'image (N x N ).
On notera WST(f;9) Uopérateur effectuant la transformée en ondelette, le
seuillage douz et la reconstruction de l'tmage & partir des coefficients seuillés.
Par ailleurs, on peut introduire un facteur de pondération k permettant de
jouer sur la valeur du seutl. On prendra alors le seuil de la maniére suivante

0 = koy/log N (1.86)

Définition 1.5.2 (Wavelet Hard Thresholding) L opération de seuillage dur
des coefficients d’ondelette B, d’une fonction f pour un sewil § est définie
par (on note Bjy les coefficients seuillés)

Bjn = (1.87)

~ ﬁjn 81 ‘ﬁjn‘ >0
0 sinon

le seusl § peut étre choisi de la méme maniére que dans le cas du seutllage

douz (voir définition 1.5.1).

On notera WHT(f;9) Dopérateur effectuant la transformée en ondelette, le
seuillage dur et la reconstruction de l'tmage a partir des coefficients seuillés.

L’opération de débruitage comsiste simplement & appliquer les opérateurs
WST(f,6) ou WHT(f,d) sur 'image bruitée. On peut voir immédiatement
que on peut aussi définir le méme type d’opérateur mais sur les coeffi-
cients ridgelets, curvelets ou contourlets. Ces transformées modélisant mieux
les structures dans les images, les résultats de débruitage sont en théorie
meilleurs que dans le cadre des ondelettes. En pratique, seule la transformée
contourlet sera utilisée dans nos expérimentations (la transformée ridgelet
étant moins efficace que la tranformée curvelet et cette derniére peut étre vue
comme un cas particulier de la transformée contourlet dans le cas discret).
On note alors CST(f,0) et CHT(f,0) les opérateurs de seuillage respective-
ment doux et durs des coefficients de la transformée contourlet (Contourlet
Soft Thresholding et Contourlet Hard Thresholding).

Les tests qui suivent seront effectués a partir de l'image de droite de la figure
1.13 celle ci étant obtenue & partir de 'image de gauche sur laquelle nous
avons ajouté un bruit gaussien (o = 20).

La figure 1.14 donne le résultat du débruitage obtenu par seuillage des coef-
ficients d’ondelette (seuillage doux & gauche et seuillage dur a droite) ainsi
que le bruit extrait.

Quant a la figure 1.15, elle expose les résultats du débruitage obtenu par
seuillage des coefficients contourlets (seuillage doux a gauche et seuillage
dur a droite) ainsi que le bruit extrait.
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F1g. 1.13 — Image de base et sa version bruitée (bruit gaussien, o = 20)
servant de test pour le débruitage.

1.5.2 Débruitage a base de variation totale

Rudin et al. [67] se sont retrouvés confrontés au probléme de la restaura-
tion d’image, le but étant de retrouver les objets présents dans l'image en
éliminant le bruit et en tenant compte de I’éventuelle présence d’'un noyau
de convolution venant perturber I'image (ce dernier cas ne sera pas étudié
dans le cadre de cette thése). Pour retrouver l'image originale, les auteurs
proposérent de minimiser la fonctionnelle suivante :

FOT () = J(u) + (20) | f — ull? (1.88)

ou f est 'image dégradée mesurée, u est I'image restaurée et J(u) = ||ul|py.
Ce modele revient & considérer que la fonction v appartient a 'espace fonc-
tionnel BV (espace des fonctions & variations bornées). Nous rappelons que
J(u) = ||lullpvy = [ |Vu(z)|dz (J(u) représente donc la variation totale de u.

La figure 1.16 montre le résultat obtenu sur 'image de test de la figure 1.13
(I'image de droite étant I'image débruitée et celle de gauche le bruit extrait).
Ces différents résultats montrent que dans tous les cas, nous obtenons une
partie u équivalente. Concernant la partie bruit, nous pouvons constater la
présence plus ou moins importante d’un résidu. Ceci montre bien que pour
juger des performances de ce type d’algorithme en tant que algorithme de
décomposition, il faut tenir compte des deux parties extraites.
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F1a. 1.14 — Exemple de débruitage par les seuillages dur (colonne de droite)
et doux (colonne de gauche) des coefficients d’ondelettes. La deuxiéme ligne
représentant le bruit extrait.

1.6 Mesure de la qualité du bruit extrait

Dans cette section, nous proposons une méthode permettant de quantifier
la «qualité» du bruit extrait. Il nous faut tout d’abord définir ce que nous
entendons par le terme «qualité». Pour cela supposons que I'image & débrui-
tée f peut s’écrire comme la somme d’une image non bruitée et d’un bruit
gaussien.

f=d+b (1.89)

Visuellement les expériences montrent que lorsque 'on applique un algo-
rithme de débruitage, le bruit extrait b contient toujours un «reste» de
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F1G. 1.15 - Exemple de débruitage par les seuillages dur (colonne de droite)
et doux (colonne de gauche) des coefficients contourlets. La deuxiéme ligne
représentant le bruit extrait.

I’image non bruitée d’origine et peut donc s’écrire

b=Ad+b (1.90)

Ou A € R. Dans la suite, nous appelerons «résidu» cette quantité Ad. Nous
considérerons que la composante bruit sera d’autant meilleure qualité que
cette quantité de résidu sera faible et que le bruit extrait se rapproche ef-
fectivement d’un bruit gaussien. La méthode proposée ci-aprés permet de
quantifier cette quantité de résidu.

Nous faisons I’hypothése d'un bruit gaussien de variance 2. Le calcul de la
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Fia. 1.16 — Algorithme ROF : a gauche l'image débruitée (A = 20) et a
droite le bruit extrait.

fonction d’autocorrélation nous permet de voir si le bruit extrait se rapproche
effectivement d’un bruit gaussien (dans ce cas, cette fonction d’autocorréla-
tion doit se résumer a un pic en (0,0)). La figure 1.17 montre les fonctions
d’autocorrélation de chacun des bruits extraits sur les figures 1.14, 1.15 et
1.16.

Nous pouvons observer que 1’on retrouve bien le pic central majoritairement
di au bruit. Le plus intéressant étant le fait que le résidu présent dans le
bruit vient «perturbery» la fonction d’autocorrélation. Nous pouvons vérifier
théoriquement ce comportement dans un cas plus général. La proposition
suivante donne un lien entre 1’énergie de la fonction d’autocorrélation et la
quantité de résidu présente dans le bruit.

Proposition 1.6.1 Soit un bruit gaussien de variance o® noté b(i, j) et une
image non bruité noté d(i,j). Nous simulons alors Uimage f = Ad +b od
A € R et représente le niveau de résidu. Alors

vy = wll e o A2 (1.91)

Preuve:

Nous commencons par calculer la fonction d’autocorrélation de f :

vk )= > )i+ kg +1) (1.92)

(i,5)€2?
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> >

Seuillage doux (cas ondelettes) Seuillage dur (cas ondelettes)

v v

Seuillage doux (cas contourlets) Seuillage dur (cas contourlets)

Cas variation totale

Fic. 1.17 — Fonctions d’autocorrélation des bruits extraits sur les figures
1.14, 1.15 et 1.16.
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or nous travaillons avec des signaux réels donc f(i,7) = f*(¢,7). On en déduit

vk D) = Y [Ad(i,5) + b(i, §)] [Ad(i + k, j + 1)+ b(i + K, j +1)] (1.93)

(4,5)€Z?
= > A% G)d(i+E G+ + D b5+ kg +k)+
(4,5)€Z? (i,§)€Z?
> [Ad(i, )b(i+ K, § + 1) + Ad(i + k, 5 + 1)b(i, )] (1.94)
(i,§)€Z?
= A%k, D) + vk, D) + A (van (b, D) + Yo (K, 1)) (1.95)

Nous nous intéressons maintenant a la norme ||.||z2 de cette fonction d’auto-
corrélation. Tout d’abord remarquons que vy (k,1) = 025(k,1) (ot 6(k,1) est
le symbol de Kronecker) car nous avons supposé un bruit gaussien. En pra-
tique, nous pouvons verifier aisement que la quantité A (va(k, 1) + Ypa(k, 1))
est négligeable devant la quantité A%v,4(k, ). Si nous déduisons la contribu-
tion due au bruit, nous faisons alors ’approximation

vk 1) — (k1) = Aa(k, 1) (1.96)

donc en passant & la norme

lvs =l > ~ A%|lvall L2 (1.97)
m

Afin de vérifier ce résultat en pratique, nous prenons pour d(i, j) I'image de
gauche de la figure 1.13 et une image b(i, j) de bruit (o = 20). Nous compo-
sons les images f = Ad + b pour A € {0.05;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6;0.7; 0.8;
0.9} afin de faire apparaitre de plus en plus de résidu dans le bruit (voir la
figure 1.18)

La figure 1.19 donne les valeurs calculées de [|vf — 75|12 et trace la courbe
associée. Nous constatons que cette norme suit bien une forme quadratique
en A comme initialement prévu. Nous avons donc maintenant & notre dispo-
sition un moyen de quantifier la quantité de résidu présent dans le bruit et
par 1a méme de juger de la qualité du bruit extrait.

1.6.1 Comparaison des différents algorithmes de débruitage

Nous avons vu différentes méthodes de débruitage, généralement ces mé-
thodes sont comparées entre elles en calculant la norme || frer — ul/z, (dans
la suite nous notons f,.y I'image de départ, f sa version bruitée par le bruit
b, u et v sont respectivement la version débruitée de f et le bruit extrait).
Dans ce cas il n’est pas fait mention de la qualité du bruit extrait ce qui
est logique étant donné que 'on s’intéresse au «pouvoir de débruitage» de la
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A =0.05 A=03 A=08

Fic. 1.18 — Images de bruit affectées de plusieurs niveaux de résidu et leurs
fonctions d’autocorrélation associées.

A ”Fyf — FYbHLQ 200000
0.05 849.093432
0.1 3312.071022 160000

0.2 | 13099.095280
0.3 | 29367.800483
0.4 | 52118.223554
0.5 | 81350.371724
0.6 | 117064.247377
0.7 | 159259.851531
0.8 | 207937.184693 i . .
0.9 | 263096.247142 A '

120000

Il =l 2

40000

F1G. 1.19 — Mesure et tracé de I'évolution de la norme ||yf —p|| 12 en fonction
de la quantité de résidu.
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méthode. Dans cette thése, nous adoptons le point de vue de la décomposi-
tion de 'image et considérons le bruit comme une composante & part entiére.
Nous souhaitons juger de la qualité des deux composantes pour chacun des
algorithmes, pour cela nous proposons d’effectuer ’expérience suivante : nous
appliquons les différents algorihtmes de débruitage sur I'image afin d’obtenir
la méme erreur || f — u||r,. Nous quantifions alors la qualité du bruit extrait
par le principe de calcul vu a la section 1.6. Le tableau 1.20 récapitule les
résultats obtenus (nous rappelons les notations suivantes : WST est le Wa-
velet Soft Thresholding, WH'T est le Wavelet Hard Thresholding, CST est le
Contourlet Soft Thresholding, CHT est le Contourlet Hard Thresholding et
ROF est l'algorithme de Rudin-Osher-Fatemi).

Nous pouvons constater que les mesures effectuées suivent bien les résul-
tats visuels obtenus sur les images en sortie des différents algorithmes. La
composante de bruit est de meilleure qualité dans le cadre des seuillages
durs (le résidu y est plus faible). Ici la transformée en ondelette donne de
meilleurs résultats que les contourlets car nous contraignons ces derniéres a
étre au méme niveau de reconstruction que les ondelettes (nous gardons un
pourcentage plus faible de coefficients contourlets que de coefficients d’on-
delettes). Toutefois, 'expérience montre que les résultats obtenus ici par les
contourlets et 'algorithme ROF sont sous optimaux.

[ fres — ullL, 170 = Yol L
WST (s = 19.7) 4992 287
WHT (s = 51) 4997 252
CST (s = 18.9) 1994 283
CHT (s = 50) 4998 271
ROF (A = 7.3) 4994 344

Fia. 1.20 — Comparaison de la qualité du bruit extrait des divers algorihtmes
de débruitage.
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1.7 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques résultats classiques du débrui-
tage par seuillage doux et dur des coefficients d’ondelette. Nous examinons
par ailleurs le méme type de seuillage appliqué sur des coefficients contourlet.
Cette transformée fournissant un outil équivalent des ondelettes mais per-
mettant en plus d’ajouter la notion d’orientation, elle permet ainsi de mieux
tenir compte de la géométrie dans les images.

Nous examinons ces algorithmes en prenant un point de vue de décomposi-
tion d’image. Nous proposons une méthode basée sur une mesure de ’énergie
de la fonction d’autocorrélation du bruit permettant de juger de la qualité
du bruit extrait. Les différents algorithmes peuvent ainsi étre comparés en
prenant ce point de vue. Il ressort qu'un seuillage dur donne un bruit de
meilleure qualité qu’un seuillage doux. Concernant I’algorithme ROF, le fait
de contraindre le résultat de reconstruction de w fait que le résultat fourni
n’est pas 'optimum pour cet algorithme.

Ce chapitre nous permet de nous donner une voie sur la maniére de traiter le
bruit en tant que composante & part entiére. Le chapitre suivant s’intéresse
a la modélisation des textures dans les images.
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Chapitre 2

L’analyse de texture

Nous avons vu dans le chapitre précédent différentes maniéres de traiter le
bruit. Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de la texture.
Nous commengons par donner quelques généralités, puis nous examinons un
modéle de texture proposé par Y.Meyer (inspiré de I’algorithme ROF) et étu-
dions de plus pres le comportement de ce nouvel algorithme. Nous présentons,
ensuite, deux algorithmes numériques associés : 'un proposé par S.Osher
et L.Vese, 'autre par J.F.Aujol et al. Ces deux algorithmes permettent de
mettre en ceuvre cette modélisation. Nous verrons enfin une autre approche
proposée par A.Haddad utilisant certains espaces de Besov bien choisis.

2.1 Quelques généralités.

De nos jours, la notion méme de texture n’est toujours pas définie de maniére
unique. Dans [22], les auteurs regroupent plusieurs définitions et propriétés
possibles d’une texture; nous pouvons toutefois dégager quelques grandes
lignes caractéristiques assez générales :

— une texture peut étre vue comme la répétition de motifs suivant certaines
régles,

— une texture est une région de I'image ayant certaines propriétés statistiques
locales particuliéres,

— une texture est composée de primitives réparties suivant a la fois une orga-
nisation spatiale particuliére et certaines propriétés au travers des échelles.

Ces différentes définitions ont inspiré des pistes différentes pour analyser les
textures : méthodes statistiques (calculs de moments, matrices de coocur-
rence), méthodes fréquentielles (spectre de densité de puissance, transformée
de Fourier, transformée en ondelette, filtrage), modélisations autorégressives,
champs de Markov, approches géométriques (pavage de Voronoi, modélisa-
tion fractale). Toutefois, le probléme de 'analyse de textures n’a toujours

29
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pas trouvé de solution de maniére globale.

Une nouvelle voie a été proposée par Y. Meyer dans [54] en utilisant le point
de vue de ’analyse fonctionnelle et des espaces de fonctions. C’est cette voie
que nous avons choisi de suivre dans cette thése, car elle nous semble fournir
une alternative intéressante du point de vue de la modélisation mathématique
des textures par rapport aux méthodes énoncées ci-dessus.

2.2 Textures et espaces de fonctions oscillantes.

2.2.1 Au départ : ’algorithme de Rudin, Osher et Fatemi.

La nouvelle modélisation proposée par Y. Meyer dans [54] trouve son point
de départ dans les travaux de Rudin, Osher et Fatemi [67] et leur algorithme
dénomé ROF dans ce manuscrit, décrit au chapitre précédent. Pour mémoire,
nous rappelons la fonctionnelle utilisée

F{OF (u) = J(w) + Allf — ull 7 (2.1)

Du point de vue de Rudin et al. 'image mesurée f est une image u «dégra-
dée». L’algorithme se propose de restaurer 'image initiale des objets u € BV
(J(u) = [Jul|Bv).

Si ’on s’intéresse maintenant & un point de vue de décomposition ot f est
une «vraie» image somme de deux composantes : u regroupant ’ensemble
des objets et v étant la somme des textures et du bruit. Le probléme consiste
maintenant en 'extraction de u et v.

La figure 2.1 montre deux exemples d’application de 1’algorithme ROF sur
une image contenant de la texture (l'image de Barbara et une image d’'un
véhicule blindé en milieu naturel). La colonne de gauche représente les images
originales, celle de droite, les composantes u obtenues.

Nous pouvons constater que ’algorithme supprime les phénomeénes «oscil-
lantsy de 'image. A ce stade, considérons que nous avons une image non
bruitée, il semble raisonnable de penser que si I’on modélise notre image ini-
tiale f comme étant la somme d’une image u contenant des objets et d’une
image v de phénomeénes oscillants alors la composante v = f — u doit repré-
senter les textures de 'image initiale. La figure 2.2 montre les composantes
v correspondantes aux exemples de la figure 2.1.

Cette composante v contient bien des textures mais aussi des objets (les pieds
de la table, les bras de Barbara, son visage, les livres, ...). Cette modélisation
n’est donc pas satisfaisante. Yves Meyer fait la remarque suivante, si I’on
réécrit 2.1 a 'aide de v, alors



2.2. TEXTURES ET ESPACES DE FONCTIONS OSCILLANTES. 61

Fic. 2.1 — Algorithme ROF : la colonne de gauche contient les image origi-
nales, celle de droite la composante u.

Fia. 2.2 — Algorithme ROF : composante «texture» v = f —u
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FEOF (u,v) = J(u) + M|v||2s on f=u+wv (2.2)

On peut donc remarquer que ce modéle ne décrit pas correctement les tex-
tures. En effet, de notre point de vue, les textures sont des fonctions os-
cillantes. Un exemple typique est le cas «toits de hangar» visible dans des
images de type SPOT. On peut les modéliser comme suit :

gn(z) = cos(Nz1)0(x) (2.3)

ot § est la fonction indicatrice délimitant le hangar (6(z) = 1 si z € hangar,
0 sinon). Alors le calcul donne

1
2 N —=
lollze ~ —

qui est constante quelque soit la fréquence fixée par N. En revanche,

16]] £ (2.4)

N
lgnllBv = ?HHHLL (2.5)
s

Ce qui signifie que plus la texture est oscillante, plus elle est rejetée de
I’algorithme. L’algorithme ROF n’est donc pas adapté & un point de vue de
la décomposition.

2.2.2 L’algorithme de Meyer.

Afin de pallier ce défaut, Yves Meyer dans [54] propose de changer d’espace
fonctionnel pour modéliser la composante texture et préconise l'utilisation
de l'espace BV*, qui est exactement le dual de ’espace BY et correspond jus-
tement a un espace de fonctions oscillantes (une justification de ces résultats
est disponible dans [43]). Nous rappelons quelques définitions et notations :

Définition 2.2.1 Nous notons :

-~ BV = {f € L*(R?) , Vf = (f1, f2) est une mesure de Radon de masse
totale finie},

CBV={f e I’(R?), Vf e I\(®)},

- G = BV* espace dual défini comme 'ensemble des distributions tempérées
v = 0191 + 0292 ot g1 € L®(R?), go € L>®(R?). La norme est alors définie
par (on note g = (g1, 92), donc v =divg)

(10 + 1)’ 26)

[vllgy- = |lvll¢ = inf
g L=

- E =B

—1,007

dual de Bil (espaces de Besov définis a la section 1.1.4).

Rappelons, par ailleurs, la propriété d’inclusion suivante des espaces les uns
dans les autres (voir [54])
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Lemme 2.2.2 On a les inclusions suivantes
Bi, CBV CL*(R) CGCE=DB%, (2.7)

Examinons deux exemples afin d’illustrer le choix de cette norme ||.||¢ dans
le cadre des textures.

Exemple 1 : Supposons que
v(z) = cos(wr +¢) , weR? (2.8)

alors 1
[vlle = (2.9)
|w]

Pour s’en persuader, il faut observer que par construction, ||v|/g est inva-
riante par rotation et par translation. De plus ||[Av(A.)||¢ = ||v|l¢ pour tout
A > 0. Il reste donc a vérifier que ||coszi||g¢ < oo. Ceci est évident car
cosT| = %sinxl.

Exemple 2 : Supposons que
v(z) = cos(wz + ¢)0(x) (2.10)

ou , par exemple, 6 est la fonction indicatrice du carré unité. Alors on a
encore, si |w| > 1,

C
ol < — (2.11)

@l
mais ici 81 0 < |w| < 1, on a évidemment ||v||¢ < Cp comme on le voit en
observant que L2(R?) C (BV)*. L’inégalité isopérimétrique donne, en fait

Iflle < (2.12)

1
gl

Si donc une image f est la somme g + cos(wx + ¢)f(z) ot g est une image
«simple» et 0 est comme ci-dessus, alors on perd beaucoup plus que dans
lalgorithme ROF en décidant que cos(wx + ¢)0(x) est un «objety.

Y .Meyer propose donc de remplacer 1'utilisation de la norme sur L? par la
norme sur BV* afin de ne pas pénaliser les fonctions oscillantes. Le nouveau
modéle consiste donc & minimiser la nouvelle fonctionnelle

FYM (u,0) = J(u) + Alolle (2.13)
ot f=u+v, feG, ue BV, veQgG.

L’inconvénient de ce modéle est le calcul de la norme sur l'espace G. En
effet, en regardant 'expression de cette norme (2.6), on s’apercoit que le
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calcul direct n’est pas possible du fait de la nécessité de connaitre le champ
de vecteurs g sous-jacent. L’implémentation numérique de l'algorithme n’est
donc pas possible directement sous cette forme. Le probléme est resté dans
cet état quelques années, jusqu’aux travaux de S.Osher et L.Vese [58, 76]
puis les travaux de J.F.Aujol, G.Aubert, L.Blanc-Féraud et A.Chambolle
[2, 3, 20]. Avant de nous intéresser a ces travaux, remarquons que Y.Meyer
propose aussi dans [54] d’utiliser d’autres espaces en lieu et place de G no-
tamment les espaces de Besov définis & la section 1.1.4. Cette voie a récem-
ment été explorée par les travaux de A.Haddad [43] et d’une autre maniére
par J.F.Aujol et A.Chambole [3]. Avant d’expliciter ces travaux, nous allons
donner quelques résultats théoriques sur ce type d’algorithme.

2.2.3 Propriétés de I’algorithme de Meyer

Nous commencons par rappeler le résultat important démontré par Y. Meyer
[54].

Lemme 2.2.3 Siu € L?(R?) et v € BV(R?), alors
‘/u(x)v(x)dx

Maintenant, supposons que I'on part d’une image f € L?(R?). On considére
deux paramétres positifs A et u. On cherche & décomposer f en

< ullellvll By (2.14)

f=u+v+w (2.15)
en minimisant 1’énergie E(u,v) définie par
lull By + AlvllZ + pllwle (2.16)

Formellement, nous pouvons remarquer que le modéle ROF correspond &
@ = 4o00. Puisque BV C L2, on a nécessairement w € L?. L’existence d’une
décomposition optimale est facile & démontrer en utilisant la «méthode di-
recte de D.Hilbert». En effet BV est un espace dual et de toute suite bornée
u; € BV, on peut extraire une sous-suite convergente au sens des distri-
butions vers u € BV. Il en est de méme pour L? et G. L’unicité n’est pas
assurée, sauf en ce qui concerne la composante v qui est unique. Nous y re-
viendrons plus loin.

Le comportement de cet algorithme est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.4 Si ||flla < 55 et |fllay < 2, alors u = w = 0 et la
décomposition optimale est donc f =0+ f+0.

Si |flle < 5 mais ||f||sv > L&, trois cas se présentent pour toute décom-
position optimale f = u+ v+ w. On peut avoir
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(1) u=0, [lvlsv =45, llvllc < 55 et (v,w) = flwle,
(2) w=0, vl < 35, [vlle = g5 et (u,v) = g5llullsy et enfin,
(3) Iollav = 45, Ivlle = o5, (u,0) = gxllullv et (v,w) = g5 ]wlle.

Réciproquement tout triplet (u,v,w) vérifiant soit (1), soit (2), soit (3) est
optimal pour f = u+ v+ w et pour les valeurs de A et p associées.

On peut critiquer cet énoncé qui annonce ce qui va se produire en examinant
les résultats que 'on annonce. Mais il y a des cas ou le théoréme 2.2.4
reste intéressant. Supposons par exemple que l'on ait, en outre, ||f||g < ﬁ
Alors la décomposition optimale est décrite par (1). En effet on compare la
décomposition optimale f = u+v+w a la décomposition triviale f = 0+0-+f.
On a donc
2
ullBv + Allvllz2 + pllwlle < pliflle (2.17)

lollzs < 4/ 511l (2.18)

Mais ||v]|g¢ < ﬁHvHLz et Uhypothése faite entraine |[v]|¢ < 5.

ce qui entraine

Avant de démontrer ce théoréme, éxaminons le deuxiéme résultat important
suivant.

Théoréme 2.2.5 Si 0 < pu < 4m, alors la décomposition optimale f =
u+ v+ w vérifie u = 0.

Preuve:
Pour établir le théoréme 2.2.5, nous partons du lemme suivant.

Lemme 2.2.6 Il vient, pour toute fonction f € BV,

12 < 5= v 2.19)

et il en résulte que

1 1
Iflle < ﬁllﬂ\m < sy (2.20)
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Ce lemme est une conséquence directe de I'inégalité isopérimétrique.

Revenons au théoréme 2.2.5. On géle v et 'on laisse flotter librement u. On
pose u +w = o et 'on a donc ¢ = f — v. On cherche d’abord & minimiser
|lullgy + p||le — ul|g. T vient, sous 'hypothése 0 < u < 4,

lullBy + pllo = ull = 4r|lulle + pllo —ulle (2.21)
z pllulle + pllo —ulla (2.22)
2 pllolle (2.23)

Si par ailleurs, u n’est pas identiquement nulle, alors ||u|l¢ > 0 et I'on a

lullBv + pllo —ulle > plolla (2.24)
Le minimum sera dont atteint pour u = 0.

Examinons maintenant la preuve du théoréme 2.2.4. Nous commencons par
remarquer que le cas 0 < p < 47 revient & minimiser

Mollfz + ullf = vle (2.25)

On applique alors le résultat général suivant

Lemme 2.2.7 Si l'on cherche a minimiser (pour E un espace de Banach
arbitraire)
lulle + Allvll7 (2.26)

sur toutes les décompositions f = u+ v de f € L*(R?), alors deuzr cas se
présentent (on notera ||.|| g+ la norme dans le dual E* de E)

(1) si||f]

B < %, alors le minimum est atteint pour u =0 et v = f,

(2) st /] .
ax et (u,v) = 5xlullz-

B > %, alors le minimum est atteint pour un v tel que ||v| g =

Appliquons le lemme 2.2.7 & A||v||2, + pl|f — vllg. Si |[fllpy < £, alors le
minimum est atteint si v = 0.
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Conclusion partielle : si 0 < p < 47 alors w = 0. Si, en outre, ||f||py < 33,
alors u =v = 0.

La preuve du théoréme est basée sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.8 Soient E1 et FEo deuz espaces de Banach inclus dans un méme
espace vectoriel E. On définit alors espace de Banach E3 qui se compose de
toutes les sommes

z=x+y,x€FE,ye ks (2.27)

et qui est muni de la norme

12125 = nf{l|z| e + [lyllz} (2.28)

ot la borne inférieure porte sur toutes les décompositions de z.

Alors E3 est le plus petit espace de Banach contenant Eq et Eo. Par ailleurs,
E3 est le plus grand espace de Banach inclus dans ET et E5. En d’autres
termes B3 = E7 N E3 et la norme de g dans E3 est

B} (2.29)

lgllz; = sup{llglle; , llgl

Nous devons minimiser E(u, v) = [Jul| gy +Al|v]|32+p|w||g sous la contrainte
f =u+ v+ w. Fixons provisoirement v et optimisons sur u. Nous sommes
conduits & poser 0 = u + w et

lloll] = nf{[lullpv + pllwlc ; o =u+w} (2.30)

Ceci étant, nous avons

inf E(u,v) = inf{ | || +A.£ — o122} (231)
Pour traiter le probléme de minimisation ||| ||| +A[| f — ||, nous appliquons
le lemme 2.2.7. La norme duale de |||.||| est
1
-l = sup g ll-le » —[I-l[Bv (2.32)
u
On a donc

Lemme 2.2.9 Si||f|¢ < 55 et || fllay < &, alors le minimum de E(u,v)
est atteint pour u = w = 0 et vaut donc A|| |72
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Preuve:

En effet, étant donné que ||f||¢ < 25 et || fllav < £, on a

1 1
I £1ll+ = sup {Ilfllcs MIIfIIBV} < oy (2.33)

2
Cela nous ramene au cas (1) du lemme 2.2.7. Donc 0 = 0 et v = f ce qui
impose par définition de la norme |[||.[|| que u =w =0

Ceci conclut le premier point du théoréme 2.2.4. Passons maintenant au cas

suivant ot .

1
Iflle < 55 et Ifllsv > oy (2.34)
1

L(|fllsv. On ne peut donc avoir ||f|l¢ > 55 et

(Observons que [[flle < £

BV X 9y si M X 4T).
sy < & 50 < p < 4m)
Sous I’hypothése 2.34, le lemme 2.2.7 nous assure que le o optimal vérifie

lloll = 55 et {v,0) =55 ol (23
Par ailleurs |[|o|| = [Jul|pv + u[w] g, car u et w sont optimisés. On a soit
loly = 2 et Jolle < o (2.36)
2\ 2\
soit
lolsy < 2 et Jollg = o~ (2.37)

2\
Considérons d’abord le premier cas. On a alors

2

Lemme 2.2.10 Si 2.8/ el 2.36 ont lieu, alors la décomposition optimale
f=u+v+wvérifieu =0 et (v,w) = 5 l|lw|c

Preuve:

En effet, le lemme 2.2.7 nous apprend que

(0,0t w) = o5 (lullpv + plulle) (239)
Mais
(v, 0) < [lellsv e = S5 llwle (2.39)
tandis que
(v,u) < Jollallulsy < 5 lull v (2.40)

En additionnant ces deux inégalités, on doit tomber sur 2.38. Ces deux in-
égalités doivent étre des égalités.
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Cela entraine v = 0 et (v, w) = 45 ||lwl|q-

|
Passons maintenant au second cas. On distingue
n 1
lllisy < o5 et llvlle = 5 (2.41)
et . .
lollsv = 51 et lvlle = 5 (2.42)

Dans le cas 2.41, on reprend 'argumentation précédente et ’on conclut cette
fois & w = 0. Alors f = u + v est la décomposition optimale et ’on a donc
(voir les résultats sur Osher-Rudin) [[v]lg = 55 et (u,v) = ||lul|py 5.
Examinons la réciproque. Elle est fournie par le lemme suivant

1

Lemme 2.2.11 Supposons que l'on ait ||vollg = 55 et ||vollpy < 35 avec

(ug,vo) = %HUOHB\/. Posons fo = ug + vg.
Alors pour toute fonction a € BV et toute fonction w € L*(R?), on a

luo + ol gy + Alvo — a — w||F2 + pllwlle = lluollv + Allvoll72.  (2.43)

Cela siginifie que pour une telle fonction fy et pour ces valeurs de A et de p,
la, décomposition ug + vg est optimale.

Preuve:

Vérifions 2.43. On divise par 2A = ||vg||5' et I'on obtient

1 2
|uo + o[ BV [Jvolla + 5\\00 —a— w72 + vl Bv]wla
1 2 1 2

= ||uo ~ &||BV ||Vo||G T V0|12 — (Yo, & S 2 — (W, Vg — &

o + allsvllvollc + 3 ol — (vo, a) + & lal32 — ¢ )

1 2
+ g lwla + ollsv o

1 2 1 2

2 {uo, vo) +{a,v0) + 5 l[vollzz — (@, v0) + 5llaflzz = (w,vo — @)

]‘ 2
+ 3wl + ollsv wlla
= Llluollsy + llvolZe + SlalZs — ¢ Y+ )2 + fvollsy o]
~ o Uo||BV 2UOL2 2aL2 w,vy — & 2wL2 Vo||BV ||W]||G

1 1, ., 1 )
= S lluollsy + 3lloll3s + 3l +wlZ: — (w,wo) + Jeolsvlwl

1 1,
= ﬁHUOHBV + §”UOHL2'
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Remarquons que si I'on a égalité, on a nécessairement o« = —w et (w,vg) =
|lvollBv ||w|lg- On a également u = 2M||vo||pv. Revenons alors a 2.43 qui
s’écrit

luo — wllpv + Alvoll 72 + pllwlla = lluoll sy + Allvol|7 2 (2.44)
Oou encore
luo — wl| v + 2A[[vol By [wlle = [[uoll BV (2.45)
c’est a dire )
luo — wl|Bv|lvollg + (w,vo) = HUollBV§~ (2.46)
Mais
[uo — wllBv[lvolla = (uo — w,vo) = (uo, vo) — (w,vo). (2.47)
Enfin )
= — 2.48
(uo,vo) HUOHBVQ)\ (2.48)

Si lon a égalité, on doit avoir aussi
[uo — wllBv[lvolle = (uo — w, vo). (2.49)

Passons maintenant a la réciproque du lemme 2.2.10.
Lemme 2.2.12 Supposons que [ = vy + wo avec |[vo|pv = £, lvolle < 5x
et (vo, wo) = 25 [lwollG-
Alors f = vg 4+ wy est la décomposition optimale.
Preuve:
Posons w = wg + w et v = vy alors le probléme 2.16 devient

lull v + Allvo —u — @72 + pllwo +@llc = J (u, @) (2.50)

Il vient alors

lwo + @||gllvol|Bv = {wo + @, vo) = (wo,vo) + (W, vo) (2.51)
or par hypothése (wo, vo) = 45 [|wo||c. Donc

lwo + @llcllvoll By = %Ilwolchr (w,v0) (2.52)

et comme ||vo||py = 45, on a

- 2\
o+ il > ol + (i, o). (2.53)
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Par ailleurs

Mlvo = u = @[22 = Allvol[F2 — 2M\(@, vo) — 2A{u, vo) + Al|u + @72
= (v —u — W,vg —u — W) = (vy, vo) — (vo,u) — (vy, W) — (u, vy)
+ <u7u> =+ <u7 ’U~J> - <’Ll~},1}0> + <ID, U> + <ﬁ/, w>
— [[o0l125 — 200, o) — 2(v0, ) + 2{u, D) + (u, ) + (3, 3)

or 2(u, W) + (u,u) + (W, w) = |lu+ |3, ce qui entraine

TG, @) > Alvo|22 + allwolle + lullsy — 2X(u,vo) + Al + @[22 (2.54)

Pour conclure, il suffit d’observer que

[{u, vo)| < [lullBv[lvolle < %HUHBV (2.55)

et
Ju+w|2s = ||f —vo—wol/22 =0 car par hypothése f = vg + wp. (2.56)
|

A ce stade, nous avons donc obtenu les points (1) et (2) du théoréme 2.2.4.
Pour terminer la preuve, il nous faut établir (3). La partie directe s’obtient
par la méthode utilisée pour démontrer (1) ou (2). Voici I’étude de la réci-
proque. On doit calculer

lu+ oy + Allv + BI|72 + pllw — o — Blla (2.57)

Sachant que u,v et w vérifient (3). Les fonctions a« € BV et 3 € L? sont
arbitraires. Comme |v||py = 45 et ||[v]|pv||lw —a—f|l¢ = (v,w —a—3), on
a

ullw — a = Bl = 2) ({0, w) — (v,0) — (v, ). (2.58)

Par ailleurs comme [|[v] ¢ = 55, on a aussi

lu+ ol By = 2X ((u,v) + (@, v)) (2.59)
Finalement
Mlv + 8172 = Alloll7z + 2X(v, 8) + Al 81122, (2.60)
(v, 0) = Sflwfle et (2.61)
(v,u) = g5 sy (2.6

ce qui permet de conclure, tous les termes disparaissent et il reste (le mini-
mum étant atteint pour § = 0)

lull v + lvl72 + pllwl. (2.63)
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Ceci conclut la preuve du théoréme 2.2.4.

Remarquons que nous n’avons pas unicité de la décomposition, le contre
exemple suivant permet de s’en persuader.

On appelle 6 la fonction indicatrice du disque unité. On a alors ||0[|¢ = 3
et I'on pose f = 36. On considére les deux décompositions f =60+ 0 + 0 et
f=20+60+4+0.Onpose A\=1et u=4m.

Pour la premiére, on a bien |[v||py = &, |v]l¢ = 3, (u,0) =7 = % et
(v,0) = 7 = £ [wle-

Pour la seconde, on a bien |[v]|py < £, (u,v) = 35 ||ullpv et [[v]lc = 55
Ces deux décompositions respectent bien le théoréeme 2.2.4.

Applications.

Le premier exemple est une route longue et fine : f(z1,22) = 1 si 0 <
11 <L 0< 2 <eoul > let0<e< 1 Alors |[f|lg < § tandis que
| fllBv = 2(L +¢€). Nous sommes alors dans le cadre du théoréme 2.2.4. Plus

précisément, nous sommes dans le cas 1 du théoréme 2.2.4 si § < Alu et

< AXN(L + €), c’est a dire si L est assez grand devant p. Alors u = 0 et
lon a ||wl|py = ||fllBv — |lvllBv = 2(L + €) — 45 qui est grand. Dans ce
cas la composante w est la plus importante. On pourra aussi observer que
lwlle <|flle <3

Enfin, comme nous 'apprend A.Chambolle, v est défini par le probléme
variationnel

: @
inf {7 vl el <55} (2.64)

Supposons que 'on augmente p de sorte que || f||py = 2(L +¢€) < 35. Alors
la décomposition optimale devient f =0+ f 4+ 0 et w a disparu.

Dans le second exemple f(z1,2z2) = cos(Nz1)8(x1,x2) on 6 est la fonction
indicatrice du carré unité. Alors d’aprés 2.11, || fllg < % Nous avons égale-
ment ||f||py ~ N. Nous sommes a nouveau dans le cadre du théoréme 2.2.4
si N est trés grand. Plus précisément, c’est la conclusion (1) qui fournit la
décomposition lorsque 1'on a

C T

— . < )
5N < v et pu<C'N, (2.65)

c’est & dire si N est grand devant u et devant /Ap.

2.2.4 L’algorithme de Osher-Vese.

Dans [58, 76], les auteurs proposent d’apporter quelques modifications au
modeéle décrit en 2.13 afin de pouvoir rechercher numériquement une solution.
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Le nouveau modéle proposé est le suivant

PO (00) = J0) 4 A = (ot div )+ |\ o8| 200
Lp
L’idée est d’utiliser la propriété classique
vf e L=, [ fllize = lim [I£llz» (2.67)

La reformulation vise alors & rechercher la composante u € BV et le champ
de vecteurs g = (g1,91) € L™ x L™ tel que v = divg. D’autre part, afin de
pouvoir effectuer des calculs, la norme ||.||z est remplacée par une norme
IIllLr (en considérant que p — oo pour retrouver 'expression de la norme
sur 'espace G). Le terme supplémentaire ||f — (u + div g)||%, permet de
s’assurer que 1’on aura bien la contrainte f = u + v.

Gréace a cette nouvelle formulation, il est possible d’utiliser le formalisme

d’Euler-Lagrange dérivant de F )?Xp(u,g). On obtient alors le systéme de

trois équations aux dérivées partielles couplées suivant

w=f = g1 — 0,92 + yaiv (2
1-p p—2

w([Va+a] ) " (Vi+ad) o =2A[&u— )+ 0% + 02g]
1— —2

/L(H\/m’ Lp) p(\/9%+9§)p ga = 2\ [(%(U—f)-l-agygl-i-a;ygg}

(2.68)
La discrétisation de ces équations ne pose pas de problémes particuliers,
leurs expressions sont disponibles dans [76]. La figure 2.3 montre les résultats
obtenus grace a l'algorithme de Osher-Vese (p = 5, p = 0.1 dans les deux
cas, A = 0.1 dans le cas de Barbara et A = 0.001 dans le cas du blindé).
Si I'on compare ces résultats a ceux obtenus avec l'algorithme ROF, on voit
clairement que la composante v ne contient effectivement plus que des tex-
tures. Les objets tels que le pied de la table, les bras de Barbara ont été trés
nettement (mais pas complétement) rejetés de cette composante. Cela nous
conforte dans 'idée de modéliser les textures par des espaces de fonctions
oscillantes. Toutefois, d’un point de vue pratique, on peut constater que 1’al-
gorithme n’est pas toujours stable, ceci étant di en partie au fait que 'on
utilise des EDP couplées du second ordre. D’autre part, la propriété sous-
jacente de la convergence de la norme sur LP vers la norme sur L* quand
p — oo utilisée au départ par les auteurs est ensuite non-respectée par ceux-ci
puisqu’ils préconisent la valeur p = 1 dans leurs expérimentations et en fai-

sant remarquer que cette valeur convenait trés bien. Nous avons nous-méme
expérimenté cet algorithme en faisant varier la valeur de p, on peut effecti-
vement noter de trés faibles différences sur les résultats & partir de p = 5
mais surtout un accroissement de 'instabilité numérique de I'algorithme.
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Fic. 2.3 — Algorithme Osher-Vese

2.2.5 L’algorithme de Aujol

Dans [1, 2|, J.F.Aujol, G.Aubert, L.Blanc-Féraud et A.Chambolle proposent
aussi une nouvelle formulation du probléme. Pour cela, les auteurs consi-
dérent un domaine fini €. La nouvelle fonctionnelle est la suivante

F (u,v) = J(u) + J* (%) + N f —u =7 (2.69)
ou

(u,v) € BV(Q) x G,(£2) (2.70)

L’ensemble G, est le sous-ensemble de G défini par |[v||¢ < p. La fonction
J* représente la fonction caractéristique sur 'espace G

0 Si’UEGl

J*(v) = { (2.71)

+oo sinon

Il est possible de montrer [1, 2, 20] que J* est 'opérateur dual de J ce qui
correspond bien a la notion de dualité entre les espaces BV et G. Reste la
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question de la résolution numérique de F' /{?g(u,v). Une solution originale,
basée sur les travaux de A.Chambolle [20], utilisant un opérateur de pro-
jection sur I’espace G, est adoptée (cet opérateur sera noté PGH). L’annexe
A, donne les résultats obtenus par A.Chambolle et notamment ’algorithme
permettant de calculer la projection d’une fonction sur I'espace G,. Un théo-
réme spécifiant les conditions de convergence de ’algorithme de projection
est aussi donné en annexe A (théoréme A.3.1).

La recherche du couple (4, 0) solution de la minimisation de Ff‘g(u,v) est
obtenue de maniére itérative

— on fixe v et on recherche w solution de
inf (J(u) + (20) 7} —u—vlf}s) (2.72)
— on fixe u et on recherche v solution de

inf J* (Z) + 1 f —u—v3s (2.73)

D’apres les résultats démontrés par A.Chambolle (rappelés en annexe A), la
solution de 2.72 est donnée par

Q= f—0— Pa,(f—0) (2.74)
et la solution de 2.73 est donnée par
b= Po, (f — @) (2.75)

On obtient donc 'algorithme numérique correspondant suivant

1. Initialisation :
ug = vy = 0

2. Ttérations :

Un+1 = PG;L (f - un)
Un+1 = f — Un41 — PGA(f - Un—‘rl)

3. On arréte l’algorithme si
max(’un-l—l - un|a ’Un-l—l - Un|) <€

ou si 'on atteint un nombre maximal d’itérations prescrit.

Dans [1, 2|, les auteurs montrent ’existence d’une solution, la convergence
de 'algorithme ainsi que le lien avec le modéle proposé par Y. Meyer (le
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parameétre A doit étre proche de 0 et de plus A < p). De récents travaux de
Aujol [5] proposent une méthode permettant de sélectionner une valeur opti-
male de A au sens d’un certain critére. La question de 'ordre de calcul choisi
dans le déroulement de ’algorithme (v, 41 avant u,41) est aussi abordée. Les
auteurs démontrent que le choix pris ci-dessus permet de se départir d’une
borne inférieure sur le temps de convergence.

La figure 2.4 illustre les résultats obtenus par I'algorithme de Aujol (u = 100
dans les deux cas, A = 1 pour Barbara et A = 10 pour le blindé).

Fia. 2.4 — Algorithme de Aujol

On peut constater que 'algorithme permet bien d’extraire les textures de
la méme maniére que 'algorithme de Osher-Vese. De plus, cet algorithme a
quelques avantages par rapport & celui de Osher-Vese :

— aucun probléme de stabilité et de convergence a partir du moment oi ’'on
respecte les conditions énoncées par le théoréme A.3.1,
— facile a implémenter (ne nécessite que quelques lignes de code).

Afin de faire le paralléle avec les résultats énoncés dans la section 2.2.3,
examinons d’un point de vue théorique 'algorithme de J.F.Aujol. Il s’agit



2.2. TEXTURES ET ESPACES DE FONCTIONS OSCILLANTES. 7

d’optimiser la décomposition f = u+v+w de f € L*(R?) en minimisant la
fonctionnelle
lullgy + Allol|72 (2.76)

sous la contrainte ||w| ¢ < p. Dans l'algorithme précédent, le coefficient u
multipliait ||w||¢ et la fonctionnelle & minimiser était

lull By + AllvllZ2 + pllwle (2.77)

Il est donc nécessaire de changer i en i pour passer d’un probléme & ’autre.
Les deux problémes ont une structure semblable, mais nous allons voir que
les résultats sont tout a fait différents. On posera donc

1
E(u,v) = [lullpv + AlloZ2 + ;lleG (2.78)

Le premier cas envisagé est celui ol

Iflle < p (2.79)

Alors u = v = 0 est évidemment la solution optimale de l’algorithme de
J.F.Aujol. On a donc alors (Aujol)

F=0+0+F. (2.80)

Que fournirait, dans les mémes conditions, 1'algorithme 2.78 7 Le test s’écrit

alors
1

Iflle < 5% (2.81)

et deux cas doivent étre envisagés. Si ’on a, en outre,

1

— 2.82
W (2.82)

IfllBv <

alors u = w = 0 et la décomposition optimale, au sens de 2.78, est f =
0+ f+0. Elle est donc trés différente de celle fournie par le nouvel algorithme
de J.F.Aujol et al.

Remarquons ici qu’en vertu du théoreme 2.2.5, si y > 4=, minimiser ||ul| gy +
Avll72 + p~Hwl|le conduit nécessairement & u = 0.

Supposons maintenant que l'on ait || f||gy > ﬁ, mais que l'on ait || f]lg <
ZE. Alors on tombe sur le cas (1) du théoréme 2.2.4 et I’on a nécessairement

1 Iflle
o vllez <
2 1 AL

u=0, |vlsv= (2.83)

et (v,w) = H;U)\HMG (2.84)
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MMustrons ces remarques par ’exemple d’une route, de largeur € et de lon-
gueur L > 1. Nous savons alors que || f||¢ < § (f est la fonction indicatrice
de la route). Supposons % <peteg %

Alors l'algorithme de J.F.Aujol fournit f = 04 0+ f. En ce qui concerne
2.78, la décomposition est un peu différente et s’écrit f = 0+ v + w ou
HUHLQ < ﬁ et donc ||f —wHL2 < ﬁ

Voyons maintenant ce qui se passe lorsque f(z) = cos(Nx1)0(x) ou 0(x) est,
par exemple, la fonction indicatrice du carré unité. Alors

C
Ifle <5 N>1 (2.85)

Dans le nouvel algorithme de J.F.Aujol, on obtient encore f =0+0+ f. En
ce qui concerne 2.78, la décomposition optimale est f =0+ v + w et I'on a
encore (en comparant a la décomposition triviale f =0+ 0+ f),

1
Avll72 < ;||f||c (2.86)

C
ol < 4 575 (2.87)

Dans ces deux situations, les deux algorithmes donnent asymptotiquement
la méme décomposition.

ce qui entraine

2.3 Autres espaces fonctionnels

2.3.1 Algorithme de Aujol et Chambolle

Comme nous I'avons mentionné & la section 2.2.2, Y.Meyer propose aussi
d’utiliser 'espace de Besov E = '71700 qui est lui méme plus grand que
Iespace G (voir le lemme 2.2.2 sur I'inclusion des différents espaces). Donc
les fonctions de G sont aussi dans FE.

Du fait de la définition de la norme ||.||g incalculable directement en pra-
tique, I'idée est alors d’utiliser la norme sur les espaces de Besov. En effet,
nous avons vu au premier chapitre que les normes associées aux différents
espaces de Besov sont définies grace aux coefficients de la transformée en

ondelette.

Le modéle proposé est le suivant

FYM2(y,0) = J(u) + Mjv||g (2.88)

Les premiers a s’étre inspirés de ce modéle sont J.F.Aujol et A.Chambolle
qui dans [1, 3| proposent d’utiliser une fonctionnelle similaire a (2.69) mais
en remplagant ’espace G par E.
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F{C(u,v) = J(u) + B* (Z) + N —u—vl|7e (2.89)

Si I’on note E,, le sous-espace des fonctions f € E telles que || f||g < p alors
B*(f) est la fonction indicatrice sur 'espace Fj, définie de la méme maniére
que J*(.).

B*(v) = {0 siv € By (2.90)
+o00 simon
Dans ce cas, la projection sur I'espace G, est remplacée par la projection
sur 'espace E,,. A.Chambolle et al. dans [21] montrent que cette projection
s’exprime en fonction d’un seuillage doux des coefficients ( Wavelet Soft Thre-
sholding noté W ST et définit par la définition 1.5.1) de la décomposition en
ondelette par un seuil p :

Pp,(f) = —=WST(f,n) (2.91)

I’algorithme de décomposition est donc

1. Initialisation :
ug = vy = 0

2. Itérations :

Unt1 = PEu(f —up) = [ —up = WST(f — un, p)
Unp+1 = f — Un+4+1 — PGA(f - Un+1)

3. On arréte ’algorithme si
maX(’un-i-l - Un|a ’Un-i-l - Un|) <e

ou si 'on atteint un nombre maximal d’itérations prescrit.

La figure 2.5 illustre la décomposition obtenue grace & cet algorithme. Les
parameétres utilisés sont A = 1, k = 0.3, la valeur de sigma a été fixée proche
de la valeur de la variance de I'image initiale (o = 50).

2.3.2 L’algorithme de A.Haddad

Dans ses travaux de these [43], A.Haddad propose l'utilisation d'un autre
espace de Besov : B%OO En effet, il est possible de montrer que les normes
sur BV et B11,oo sont équivalentes sur I'ensemble de toutes les images dont
le niveau de gris ne prend que les valeurs 0 et 1. Le théoréme suivant est
démontré dans [43] :



80 CHAPITRE 2. ’ANALYSE DE TEXTURE

FiG. 2.5 — Algorithme de Aujol utilisant les espaces de Besov.

Théoréme 2.3.1 Sil'on considére l’ensemble En des images dont le niveaw
de gris est assujetti a ne prendre que N wvaleurs (non spécifiées), il existe une
constante C telle que

1
Sl <Iflsv < Onlfllg (2.92)

On ne connait pas, a I’heure actuelle, la valeur optimale de Cy. On sait
cependant que Cy < C'N. Cela permet de remplacer la norme sur I'espace
BV dans l'algorithme ROF par la norme sur I'espace Bll,oo'

FiP(u,0) = Jull gy +Alel3 on f=u+v (2.99)

L’espace BV n’est pas caractérisé par une condition portant sur les mo-
dules des coefficients d’ondelette. Si f € BV, alors les coefficients d’on-
delette cx(f), A € A, appartiennent & I'—faible (une fois réarrangés par
ordre décroissant, ces coefficients vérifient ¢}, < %, m > 1). Inversement, si
cx € I1(A), alors Y exy € BV. En quelque sorte BV est coincé entre [* et
IL (observons que ﬁrn, n > 2, appartient a {! tandis que % appartient a
I* —faible).

L’espace BELOO, qui est un espace de distributions tempérées, peut étre consi-
déré comme le dual de B%Oo Par exemple, f(z) = 772, 722 cos(2z1), v =
(z1,x2), appartient a BELOO. L’avantage de ces espaces est qu’ils sont carac-
térisés par une condition portant sur les modules de leurs coefficients d’on-
delette. Par ailleurs, les normes équivalentes sur chacun de ces espaces se

calculent de la maniére suivante :

1Fllgr _ =supd_ leji
PP

(2.94)

105, =2 supleul (2.95)
J
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ott les ¢; 1, sont les coefficient de la décomposition en ondelette de f. L’auteur
montre quelques propriétés de cette fonctionnelle et de ses solutions. La
résolution pratique du probléme consistant a trouver (@, v) tels que

(11, 9) = inf FHAP (4, v) (2.96)
(u)€(BY ¥ BL, o)

—1,00
correspond & effectuer un seuillage sur les coefficients d’ondelette, en prenant
un seuil adapté suivant les sous-bandes considérées. Le théoréme suivant
expose 1’algorithme.

Théoréme 2.3.2 Soit f € L?(R) telle que f = u-+v (u,v étant la décompo-
sition optimale). On note ¢j i, uj g, v; i les coefficients de la décomposition en
ondelette de f,u,v respectivement. De plus nous supposerons que || f|| ; ) >

(2A)~L. Alors il existe une unique suite (v;)jez @ termes positifs vérifiant
20 = (2\) 71 et

vik = € ,min(vy,|fjkl)
ujrp = €jpmax(|fjkl —v;,0)
€k = sign(fijr)

Des détails pratiques pourront étre trouvés au chapitre 7 de [43]. Je tiens a
remercier Ali Haddad de m’avoir fournit, afin de pouvoir illustrer son algo-
rithme, les images de la figure 2.6 (A = 25).

Fia. 2.6 — Algorithme de A. Haddad (A = 25).

Ces espaces de Besov permettent bien d’obtenir la décomposition recher-
chée. Comme pour 'algorithme ROF, nous pouvons constater qu’une part
de géométrie est toujours présente dans la partie texture. Cette propriété a
effectivement été démontrée par A. Haddad par l'intermédiaire du théoréme
suivant :
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Théoréme 2.3.3 Soit f € L*(R) et ug + vy la décomposition optimale au
probleme 2.96. Si || f|| s < (2)\)~! alors ug = 0. Dans le cas contraire, f =

u-+wv est la solution optimale au probléme 2.96 si et seulement si ||v|| gy =

(2A) 7L et [uvdx = HUHB%,ooHUHBl—l,oo'

Ce théoréme montre que la composante v ne peut pas étre nulle (sauf dans le
cas trivial on f = 0). Donc si 'on considére une image uniquement composée
d’objets, cela signifie qu’une partie de ces objets va apparaitre dans la com-
posante texture. Cet algorithme posséde le méme défaut que 'algorithme
ROF.

2.4 Evaluation de la décomposition

Nous venons de voir qu’il était possible d’utiliser soit ’espace G, soit les
espaces de Besov pour séparer les textures du reste de I'image. Il est donc
légitime de se demander lequel de ces espaces est le mieux adapté. Afin de
pouvoir évaluer les performances de ces espaces, nous proposons de tester les
algorithmes F)fg(u, v) et F)‘\‘}E(u, v) sur une image synthétisée par nos soins.
Cette image est constituée de la somme d’une image d’objets et d’une image
de textures (fig 2.7).

Fia. 2.7 — A droite I'image de test utilisée pour évaluer les algorithmes de
décomposition, composée d’une image d’objets (& gauche) et de textures (au
centre).

Nous appliquons alors les deux algorithmes de décomposition. Nous retenons
les valeurs des paramétres donnant les meilleurs résultats visuels. Les para-
métres retenus sont pour algorithme F)’jg(u,v), @ = 500, A\ = 1 et pour
I’algorithme F/{f(u,v), w =40, A = 20. Les images issues des algorithmes
sont donnés sur la figure 2.8.

Nous calculons alors la norme de ’erreur entre chacune des composantes et
leur référence respective. Nous obtenons les résultats du tableau 2.1.

Nous voyons clairement que ’espace G est le mieux adapté pour modéliser
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Fic. 2.8 — Composantes obtenues & partir des algorithmes F)‘f}g(u,v) (pre-
miére ligne) et F/\Ag(u, v) (deuxieme ligne).

||ﬂ_uref”L2 ||7§_Ur6f||L2
Algorithme F{'U(u,v) | 668.4 624.4
Algorithme F'¢(u,v) | 1309.1 1245.1

TaB. 2.1 — Résultats de I’évaluation de la décomposition.

les textures. En effet les ondelettes ont tendance & abimer & la fois les bords
des objets et les textures.

2.5 Bilan

Nous avons vu dans ce chapitre la définition d’un espace adapté a la modé-
lisation des textures. Un algorithme permettant de séparer les textures des
objets de l'image est aussi présenté. L’utilisation des espaces de Besov est
aussi proposée dans la littérature. Nous avons mené une évaluation des algo-
rithmes utilisant ces espaces. Il en ressort que 'espace initialement proposé
est le mieux adapté pour la modélisation de la texture.

A ce stade, nous disposons donc d’un c¢6té d’algorithmes permettant de trai-
ter le bruit et d'un autre coété les textures. Le chapitre suivant s’intéresse
donc & la fusion des ces deux aspects afin d’obtenir une modélisation plus
générale.
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Chapitre 3
Décomposition u, v, w

Jusqu’a présent, nous avons considéré des images non bruitées. Or dans un
processus réel d’acquisition, les images sont trés souvent bruitées. Il est donc
légitime de se poser la question de savoir ce qui se passe pour les algorithmes
du chapitre précédent avec ce type d’image. Nous avons vu que plus la com-
posante v est oscillante, plus sa norme dans 'espace GG est faible ce qui
favorise I'apparition de ce type de fonctions dans v. Or le bruit peut étre vu
comme un signal aléatoire trés oscillant par rapport au contenu texturel de
I'image.

En conclusion, non seulement le bruit sera présent dans la composante v mais
il a toutes les chances d’étre prépondérant vis & vis des textures extraites de
Pimage (voir la figure 3.1 qui illustre le résultats de la décomposition u, v sur
une image bruitée).

Fia. 3.1 — Composantes obtenues sur une image bruitée par un modéle u, v.

Il est naturel de se demander s’il est possible de séparer le bruit et les tex-
tures afin d’obtenir une décomposition plus «évoluée». Dans ce chapitre, nous

85
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présentons un nouveau modéle permettant d’effectuer une décomposition en
trois composantes : une composante structurelle v € BV, une composante
de textures et une composante de bruit. Pour cela, nous commencons par
nous inspirer de l'idée de G.Gilboa et al. [39] o les auteurs utilisent le mo-
déle ROF avec un coefficient de régularisation adaptatif en vue de faire du
débruitage d’image préservant les textures.

L’idée est la suivante : soit Ag ce coefficient de régularisation adaptatif (e
Ar = Ar(f)(z,y) ou f est 'image a débruiter) :

> si I'on est dans une région non texturée alors on peut augmenter la
régularisation en prenant Ap élevé.

> a conirario si I'on est dans une région texturée alors la régularisation
doit étre plus faible sous peine de rejeter les textures du résultat.

Pour réaliser la décomposition u, v, w nous allons reprendre cette idée de co-
efficient de régularisation non constant mais qui sera représentatif du contenu
local de I'image.

Nous étudierons ensuite l'utilisation des méthodes par seuillage de coeffi-
cients, tout d’abord en examinant le travail de J.F.Aujol et A.Chambolle
[3]. Les auteurs proposent eux aussi un nouveau modeéle de décomposition
en trois composantes en utilisant 'opérateur de seuillage doux W.ST. Nous
donnerons une description de leur modéle puis nous comparerons les deux
modeles (nous verrons qu'’il existe un lien entre eux).

Enfin, nous remplagerons I'utilisation des ondelettes par les contourlets vues
au chapitre 1 afin d’en examiner l'influence sur les performances de la dé-
composition.

3.1 Deécomposition u, v, w adaptative

En nous basant sur les résultats proposés par J.F.Aujol sur la décomposition
en deux composantes et I'idée de G.Gilboa et al. [39] (idée de coefficient de
régularisation adaptatif), nous proposons le modeéle suivant (nous rappelons
que Gy ={v e G/|jvllg < p}) :

v

FIC  (u,v,w) = J(u)+J* (
M1

N1, >+J* <:;;>+(2)\)_1||f—u—ulv—1/2w|]i2

(3.1)
ot v1 = vi(f)(z,y), 2 = vo(f)(x,y) sont deux fonctions de R? —]0;1[ gé-
néralisant 1’idée de coefficient de régularisation adaptatif suivant la zone de
I'image dans laquelle on se situe. Les fonctions v et w pouvant étre vues
toutes les deux comme oscillantes, nous les prendrons respectivement dans

G, et G,. La fonction u, quant a elle, sera prise dans l’espace BV'.
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Dans [3], J.F.Aujol et A.Chambolle présentent un travail sur le calcul des
différentes normes. On peut voir que la norme sur ’espace G est plus faible
dans le cas d’un bruit que dans le cas d’une texture (plus une fonction est
oscillante, plus sa norme ||.||g est faible). Il nous faut donc choisir po < g
afin que la composante v représente bien les textures et w la composante
bruit.

La solution du probléme précédent est donné par la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Soient u € BV, v € G,,, w € G, représentant respec-
tivement les composantes géométrique, texture et bruit issues de la décomposi-
tion de limage et (v1(f)(z,y), vo(f)(x,y)) deuz fonctions de R? —]0; 1] fivées
et supposées étre beaucoup plus régulieres que les fonctions v et w. Alors la
solulion de

A A oA : JG
(U, 0,0) = (uvw)eBz%/rgG > inf F5 7, (u,0,0) (3.2)
U 11 X G

est donnée par

U= 110 — vow — Pg, (f — 110 — 1) (3.3)
b=P ( “”2“’> (3.4)
. — U — 110

W= Pg,, (1/2 ) (3.5)

o les Pg, sont les projecteurs non-linéaires introduits par A. Chambolle

(voir [20]).

Preuve:

Commencons par chercher la solution par rapport a u (le calcul est similaire
a celui effectué dans [20], nous allons donc en donner une version rapide ici) :
on applique le principe d’Euler-Lagrange a (3.2) par rapport a u :

—%(f—u—ylv—ugw)—i—aJ(u) 50 (3.6)
S uedt <i(f—u—1/w—1/2w)> (3.7)

on rajoute f —u — v1v — vow de chaque coté puis on multiplie par %

f—u—1rv—wmw+uc f—u—1v—w+ (3.8)
OJ* ((f —u—11v — vow))
1
X(f—ljlv—l/zw)E $(f —u—v1v— vw) + (3.9)

10J* (3 (f —u — v — 1ow))
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posons n = (f —u — v1v — vow)/A on a alors

1 1
X(f—ulv—ww) €n+X8J*(n). (3.10)
La solution est alors donnée par
1 1
n= Pg <)\(f—l/1U—V2U))> = XPG/\(f—I/l’U—I/Q’U)). (3.11)

En réinjectant n et en isolant w on obtient le résultat :
U= f—1v—1ow— Pg,(f —viv —1nw). (3.12)

Démontrons le lemme suivant afin de démontrer les relations donnant 9 et

w

Lemme 3.1.2 Soient f € L*(R?), v € G,, et v(z,y) une fonction de R? —
10; 1] fizée et suffisamment réguliére par rapport & v, alors

0 = arg inf {(2/\)_1”f — |2, + J* (Z)} (3.13)

veGy,

est donné par

o= Pg, <f> (3.14)

Preuve:

Rappelons que J* est la fonction indicatrice sur 'espace G ; en posant n =
et en prennant l’équation d’Euler-Lagrange par rapport a n de (3.13), nou
obtenons

STl

v *
—%(f—uwy)JraJ (n) > 0. (3.15)
Donc
w2 — uvf +20J*(n) 2 0 (3.16)
r *
&n— o + 27 oJ*(n) > 0. (3.17)

Or l'on suppose que v est suffisamment réguliére par rapport a v (on entend
par 1la que par rapport & I’échelle des variations rapides de v, v se comporte
comme une constante). On peut donc considérer que le terme MQ—>;/2 se com-
porte comme une constante face a 9J*(n).

Donc
N = Pg (f > = lPGM <f> . (3.18)
N I v
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Finalement on obtient

= Pg, <f> (3.19)

En appliquant ce lemme tout d’abord par rapport & v, puis par rapport & w
a Fy ;le up (U, U, w) on obtient facilement les expressions de 0 et @ énoncées
dans la proposition 3.1.1.

3.1.1 Algorithme numérique.

Suivant le contenu de 'image, le comportement de l’algorithme doit étre le
suivant :

— Dans une partie de 'image contenant de la texture et du bruit : vy doit
étre faible afin de renforcer v et a contrario vy doit étre proche de 1 afin
de modéliser I'absence de bruit,

— Dans une partie de 'image ne contenant que du bruit : v; doit étre proche
de 1 afin de modéliser ’absence de texture et o doit étre proche de 0 pour
prendre en compte le bruit.

Si nous partons du fait que les réles des fonctions v1 et vy sont complémen-
taires, une hypothése évidente consiste a prendre v = 1 — vy.

Concernant le choix des fonctions v;, nous nous plagons dans le cadre d’un
bruit additif et nous pouvons donc considérer la, composante texture ortho-
gonale au bruit. La variance d’une zone comportant & la fois de la texture et
du bruit sera plus importante que la variance d’'une zone ne possédant pas de
texture. Nous pouvons donc nous servir d’un calcul de variance «local» pour
construire une carte des zones texturées ou non. En pratique, la valeur de v
prise aux coordonnées (i, j), correspondra a la variance calculée sur une fe-
nétre carrée de taille L x L, centrée en (4, 7) dans I'image f. La taille de cette
fenétre ne devant étre ni trop petite, ni trop grande afin d’obtenir un bon
compromis entre estimation correcte de la variance et localité dans 'image.
Un exemple de fonction v est illustré sur la figure 3.2. Nous requantifions
cette fonction de pondération v de telle sorte que v €]0; 1] afin de respecter
les hypothéses de la proposition 3.1.1.

L’algorithme numérique associé est le suivant

Etape 1 : Initialisation : ug = vg = wg =0
Etape 2 : Calcul de vy et 19 & partir de f
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Fia. 3.2 — Exemple de fonction de pondération v (& gauche 'image initiale
bruitée, a droite la fonction de pondération correspondante)

v2

Etape 3 : Calcul de wy+1 = PGHQ (M)

Etape 4 : Calcul de v,11 = Pg,,, (f_u%llﬁw”l)

Etape 5 : Calculde upy1 = f—110p41—1v2wn41—Pa, (f—110n41 —V2wn1)

Etape 6 : On stoppera la décomposition, soit par un critére d’arrét sur ’er-
reur commise (max{|un+1 — Un|, [Unt1 — Vn|, [Wn+1 — wp|} < €) ou par un
critére sur un nombre prescrit d’itérations. Si le critére d’arrét n’est pas

satisfait on retourne & I’étape 3.

Nous présentons sur la figure 3.3 les résultats obtenus avec cet algorithme.
La premiére ligne donne l'image initiale ainsi que sa version bruitée (bruit
gaussien, o = 20) utilisées. La deuxiéme ligne présente respectivement les
composantes u et v, w étant visible sur la troisiéme ligne. Les parameétres
utilisés sont : A = 10, p; = 1000, pe = 1, deux itérations pour la convergence
de la décomposition et une taille de quinze pixels pour la fenétre d’analyse
lors de la construction des v;.

On peut voir que les résultats obtenus sont conformes a ce que ’on pouvait
attendre de cette modélisation. Le fait d’imposer des valeurs de normes trés
différentes pour les fonctions v et w permet bien de séparer le bruit des tex-
tures. On peut toutefois remarquer que du bruit persiste dans la composante
v et que des résidus de texture sont aussi présents dans la composante bruit.
Afin de pouvoir apprécier I'intérét de la notion de localité apportée par les
fonctions v;, nous présentons sur la figure 3.4 les résultats du méme algo-
rithme dans lequel les fonctions v; ont été supprimées du modeéle (les autres
paramétres restent inchangés) :



3.2. ALGORITHME DE AUJOL-CHAMBOLLE 91

B (o) = 304 77 () 47 () 5 @) — w0 = wl
H1 2
(3.20)
On peut constater que sans la notion de localité, une quantité importante de
bruit reste présente dans la composante textures. Le fait d’utiliser ces fonc-
tions de pondération v; permet donc d’améliorer trés nettement la séparation
du bruit et des textures.

3.2 Algorithme de Aujol-Chambolle

Dans [3], J.F.Aujol et A.Chambolle proposent le modeéle suivant pour effec-
tuer la décomposition en trois composantes.

Fff?;(u,v,w) = J(u)+J* <M> +B* <5> +@N T f—u—v—w|3, (3.21)
ouu€ BV,weG,, we Es avec
Ek:{weBﬁﬁJWNBﬂwgé} (3.22)
et B*(w) est défini par 2.90
Les auteurs montrent alors la proposition suivante

Proposition 3.2.1 La solution au probléme

(U, v,w) = arg inf ng%(u,v,w) (3.23)
uEBV,vGGH,wEBEé

est donnée par

a:f o — 1 — Pg, (f — 0 — ) (3.24)
0= Pg,(f —1—w) (3.25)
Pp(f-u—-v)=f—-a—0—-WST(f —a—10,2) (3.26)

ot WST(f —a—10,20) est Uopérateur de seuillage doux des coefficients d’on-
delette (Wavelet Soft Thresholding).

J.F.Aujol et al. donnent une preuve de cette proposition dans |[3].
[’algorithme numérique associé est décrit ci-aprés

Etape 1 : Initialisation : ug = vg = wg =0
Etape 2 : Calcul de w41 = f — up — vy — WST(f — up — vy, 20)
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Fic. 3.3 — Algorithme JG : résultats obtenus & partir de la fonctionnelle

JG
A 1,2

Etape 3 : Calcul de v,41 = Pg, (f — un — wnq1)
Etape 4 : Calcul de upy1 = f — vpy1 — Wnp1 — Po, (f — Ungp1 — Wnt1)
Etape 5 : On stoppera la décomposition, soit par un critére d’arrét sur ’er-
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Fic. 3.4 — Algorithme JG : résultats obtenus & partir de la fonctionnelle

JG ; .
Ny (sans les fonctions ;)

reur commise (max{|un+1 — Un|, |Vn+1 — Unl, [Wnt1 — wp|} < €) ou par un
critére sur un nombre prescrit d’itérations. Si le critére d’arrét n’est pas
satisfait on retourne a I'étape 2.
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La figure 3.5 illustre la décomposition obtenue par cet algorithme sur 'image
de test de la figure 3.3 (la premiere ligne rappelant I'image initiale et sa
version bruitée). La deuxiéme ligne donne les composantes u et v, la troi-
siétme quant & elle illustre la composante bruit. Les paramétres utilisés sont
pw=100, A =1, k =0.3, o0 = 20.

On peut voir que la partie texture est mieux débruitée par cet algorithme que
dans le cas de notre modélisation, toutefois un plus gros résidu de texture
est aussi perdu dans la composante bruit.

3.3 Comparaison entre les deux modéles.

Nous pouvons constater que les résultats obtenus en sortie des deux algo-
rithmes sont visuellement trés proches. Nous nous sommes donc demandé si
un lien pouvait exister entre les deux modeéles. Si 'on examine de plus pres
les résultats obtenus par les deux algorithmes d’une part sur I'images globale
et d’autre part sur des zooms (voir la figure 3.6) nous pouvons constater que
le bruit semble mieux modélisé dans ’algorithme de Aujol-Chambolle (AC2)
(par l'utilisation des espaces de Besov). Toutefois l'algorithme AC2 rejette
une plus grande part d’information sur la texture dans la composante bruit
(ce qui représente une information perdue si l'on se place dans le cadre de
la restauration dont le but est de recomposer u + v dans le cadre du modéle
AC2 ou u + v1v dans notre cas, voir la figure 3.6).

Le bruit est mieux modélisé dans le cas de ’algorithme AC2 car ’espace de
Besov correspond plus & la vraie nature du bruit (du type distributions) a
I’instar de notre modélisation qui utilise I'espace G. A l'inverse, la notion de
décomposition adaptative locale dans I'image que nous avons introduit nous
permet de réduire la quantité de résidu de texture extraite dans la com-
posante bruit (w). Une nouvelle question apparait naturellement : peut-on
«unifier» ces deux modéles afin de conserver cette notion de décomposition
adaptative locale avec Putilisation de espace B 7

—1,00 *

Nous examinons cette possibilité dans la section suivante.

3.4 «Unification» des deux modéles.

Nous avons vu précédemment que chacun des modeéles JG et AC2 possé-
daient leur point fort :

— la notion de localité de la décomposition dans notre modeéle (modeéle JG),
— lutilisation de l'espace B> , mieux adapté a la modélisation du bruit

dans le modele de J.F.Aujol et A.Chambolle (AC2).
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F1a. 3.5 — Algorithme AC2 : résultats de décomposition obtenus par la fonc-

: AC2
tionnelle F)\7 106

Il semble donc intéressant d’examiner la possibilité de réunir ces deux points
forts dans une méme modélisation. Nous proposons donc d’utiliser le modéle
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Fia. 3.6 — Comparaison entre 'algorithme de Aujol et al. et notre algorithme
sur des zooms. La colonne de droite correspond & ’algorithme AC, la colonne
de gauche a Palgorithme JG (les images étant respectivement de haut en bas :
u, v, w, partie restaurée).

décris par 3.27.

w

JG2 _ * E *
Fys(uv,w) = J(u) +J (H) +B <5

)+ @S - u - v = w3
(3.27)
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Nous cherchons alors la solution du probléme suivant

(U, v,w) = arg inf F/‘\]g%(u, v, W) (3.28)
(u,0,w)EBV XG X By .

Nous retrouvons dans ce modéle généralisé nos fonctions de régularisation
adaptatives v et vo pondérant les composantes v et w et nous imposons
bien que w € Bpg;. La solution & ce modele est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 3.4.1 Soientuw € BV, v € G, w € Bg; représentant respecti-
vement les composantes géométrique, terture et bruit issues de la décomposi-
tion de limage et (v1(f)(z,y), va(f)(x,y)) deuz fonctions de R? —]0; 1] fivées
et supposées étre beaucoup plus régulieres que les fonctions v et w. Alors la
solulion de

(4, 0,10) = arg inf F{/55 (u, v, w) (3.29)
(u,0,w)EBV XG X BEg b

est donnée par

A~

— 10 — 1w — Pg, (f — 110 — o)

>
I
-

oA 292
b= T 28T A e (2 gy, 20
v. A A

ou Pg, est le projecteur non-linéaire introduit par A.Chambolle (voir [20]) et
WST(f,0d) est lopérateur de seuillage douz des coefficients de la décomposi-
tion en ondelette de f et vy est une version pyramidale de vo (voir la fig 3.7).

Preuve:

La démonstration concernant la minimisation par rapport & u et & v se fait
exactement de la méme maniére que dans la démonstration de la proposi-
tion 3.1.1 en utilisant le lemme 3.1.2 pour la composante v. Il nous reste a
démontrer le résultat dans le cas de la composante w.

Supposons u et v fixés, il nous faut donc trouver

b= inf LN f = u— v — 2 (¥ 3.30
i= o it {0 —u- vl B ()} 330

Pour cela commencons par montrer le lemme suivant
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Lemme 3.4.2 Soient f € L?, w € Bg, et une fonction v(z,y) de R* —]0; 1]
fixée et supposée étre trés réguliere par rapport ¢ w. La solution w de

- inf 92 -1 _ 2 B* E 31
w= ae wi{ON Sl 5 (F)) @3y

est donnée par

(3.32)

w =

oA Sfv 26%02
v 5V2WST AT

Preuve:

On différentie par rapport a w la fonctionnelle définie en (3.31) en utilisant
le principe d’Euler-Lagrange

0€ —%(f —vw) + %83* (%) (3.33)
& % € OB (M) . (3.34)

Posons n = M. Alors

A f
5 52 2
S0en-— % + T”aB(n). (3.36)

Or ceci découle de la formulation par Euler-Lagrange de

nf 1 ofv
arg 1 - —_
S ) Y

2 2.2
0
Lt AumBil}. (3.37)

D’apres [21] et du fait que v peut étre considérée comme constante par
rapport a n, la solution est donnée par
Sfv. 25252>

j=wsT (2
K </\’ X\

(3.38)

oll 7 est une version pyramidale de v (voir la figure 3.7) afin d’avoir un
seuillage adaptatif propre a chacune des sous-bandes de la décomposition en
ondelette.

En réinjectant I’expression de 7 on obtient

Sfv  ovPw
A A

T N

= WsST (w X
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Fic. 3.7 — Fonction de pondération v et sa version pyramidale ©

=2 _ 2 wseT | ZXLZ.22 7
= W WS S

A 1) 26252
L e (S5)

Gréce au lemme précédent, il suffit de remplacer f par f —u — v1v et v par
vy pour obtenir la fin de la démonstration de la proposition 3.4.1 :

_ _ 2~2
fru—vv X <5V2 (= 0): 25;2) (3.41)

W =
V9 1) 1/22 A

L’algorithme numérique associé est décrit ci-aprés

Etape 1 : Initialisation : ug = vg = wg =0
Etape 2 : Calcul de v1,15 et 1

2~2
Etape 3 : Calcul de w,q = {241 %WST (%(f —u — 10), 2 VQ)

Vo A

Etape 4 : Calcul de v,1 = Pg, (M

v1
Etape 5 : Calculde uyq1 = f—110p41 —1v2wnt1—Pa, (f —11Vn41—1V2Wni1)
Etape 6 : On stoppera la décomposition, soit par un critére d’arrét sur ’er-
reur commise (max{|un+1 — Un|, |Un+1 — Unl, [Wnt1 — wp|} < €) ou par un
critére sur un nombre prescrit d’itérations. Si le critére d’arrét n’est pas
satisfait on retourne & I'étape 3.

La figure 3.8 donne les résultats obtenus a partir de cet algorithme unifié. Les
parametres utilisés sont p = 1000, A = 5, 0 = 20, k = 0.3 (nous rappelons
que k est un paramétre de permettant d’ajuster le seuil optimal calculé par
D.Donoho) et une taille de fenétre d’analyse de 7 x 7 pixels.
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Fia. 3.8 — Algorithme JG2 : en haut se trouvent I'image bruitée ainsi que la
composante u; en bas les composantes v et w.

On peut clairement constater que I'ajout de la notion de localité dans le
seuillage des coefficients d’ondelette permet de réduire la quantité d’infor-
mation texture présente dans la composante bruit. Par ailleurs, 'utilisation
de ’espace BSOLOO permet d’obtenir des textures qui soient mieux débruitées.

3.5 Utilisation des contourlets

Nous venons de voir que I'espace de Besov Bio1,oo était un bon choix pour mo-
déliser le bruit. Par ailleurs, dans le chapitre 1 nous avons testé les contour-
lets comme une alternative aux ondelettes et mieux adaptées au cas de
certaines images. Nous proposons dans cette section d’examiner 'influence
de ce nouveau type de fonctions. Nous avons défini dans la section 1.4.4 les
espaces de contourlets et avons proposé une norme (inspirée de celle sur les
espaces de Besov) associée & ces espaces. D’autre part, nous avons vu que
nous pouvions également définir les opérateurs de seuillage doux et dur sur



3.5. UTILISATION DES CONTOURLETS 101

les coeflicients contourlets.

Nous proposons donc de remplacer l'utilisation des ondelettes dans le modéle
de Aujol-Chambolle et ainsi obtenir le modéle suivant,

w

« [V * -
FLB o, w) = 3057 (2) e (5) + 01 —umv-ulfs (.42

ot J&p(f) est la fonction indicatrice sur I'ensemble des fonctions CT (ou
CTs = {f/Hf”CTf'i.oo < 5}, voir la section 1.4.4 pour la définition de cette

norme).
0 si feCT

+oo sinon

Jor(f) = { (3.43)

FJG3

Le triplet (a,?,w) minimisant )\7H75(u,v,w) est donné par la proposition

suivante.

Proposition 3.5.1 Soientu € BV, v € G, w € CTjs représentant respecti-
vement les composantes géométrique, texture et bruit issues de la décomposi-
tion de limage. Alors la solution de

(U, v,w) = arg inf F;\]ff?l’;(u, v, W) (3.44)
(u,v,w)eBV xXG,xCTs A

est donnée par

ot Pg, est le projecteur non-linéaire introduit par A.Chambolle (voir [20])
et CST(f,0) est Uopérateur de seuillage doux des coefficients de la décom-
position contourlet de f—u —v.

Preuve:

Les expressions de 4,0 sont obtenues exactement de la méme maniére que
dans la démonstration de la proposition 3.1.1. Le point particulier concerne
I’expression de w en fonction du seuillage des coefficients contourlets. Si ’on
cherche & minimiser F' /‘\] i%(u,v,w) par rapport a w, le probléme revient a

trouver w solution de (on pose g = f —u — v)

W= arg min{”g—w”%g} (3.45)
CT,

we F)
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nous allons remplacer ce probléme par son probléme dual : w = g — h tel que

h=arg min{26l|Allory, + llg = hll3: | (3.46)
heCT} '

Nous utilisons alors la méme approche que A.Chambolle et al. dans [21], no-
tons (cj,k,n)jez,ogkgz(lj)meZQ et (dj7k’n)jez,0<k<2<lj),TLEZ2 les coefficients issus
des décompositions contourlets respectives de g et h. Etant donné que les
contourlets forment une frame ajustée de borne égale & 1, on a (on notera

Q=7 x[0,2W0)] x Z?)

2 2
lgllZ, = > lejkm (3.47)
VAEDISY
Alors on peut réécrire 3.46 de la maniére suivante
(J,k,n)eQ (J,k,n)EQ
ce qui est équivalent & la formulation «coefficient & coefficienty
¢k — djgn|® + 20| kn) (3.49)

Or dans [21], les auteurs montrent que la solution a ce type de probléme
correspond au seuillage doux des coefficients (¢; k) avec un seuil égal & 0.
Donc h = CST(g,0), ce qui entraine par dualité que w = g—CST(g,9), soit

w=f—-u—0v—CST(f—u—10,0) (3.50)
ce qui termine la démonstration.
|

L’algorithme numérique correspondant est donc le méme que celui de J.F.Aujol
et al. & ceci prés que 'on remplace le seuillage des coefficients d’ondelette
par un seuillage des coefficients contourlets.

Etape 1 : Initialisation : ug = vy = wg =0

Etape 2 : Calcul de wp41 = f —u—v—CST(f —u — v,20)

Etape 3 : Calcul de vyy1 = Pg, (f — un — wnq1)

Etape 4 : Calcul de upy1 = f — vpy1 — wWpy1 — PGA (f — Un+1 — wn—f—l)

Etape 5 : On stoppera la décomposition, soit par un critére d’arrét sur ’er-
reur commise (max{|un4+1 — Un|, |Unt1 — V|, [Wnt1 — wn|} < €) ou par un
critére sur un nombre prescrit d’itérations. Si le critére d’arrét n’est pas
satisfait on retourne a I’étape 2.

Les résultats obtenus avec 'utilisation des contourlets sont exposés figure
3.9. L’effet des contourlets permet d’obtenir des bords plus réguliers dans
I'image géométrique u et ainsi atténuer une partie de I'information géométri-
que restante dans la partie texture.
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Fia. 3.9 — Algorithme JG3 : en haut se trouvent I'image bruitée ainsi que
la composante u; en bas les composantes v et w obtenue en utilisant un
débruitage par contourlets.

3.6 Evaluation des algorithmes

Comme & la section 2.4 du chapitre précédent, nous proposons d’évaluer les
performances des algorithmes F/¢, FAC2 et F/G3_ Pour cela, nous utilisons
les mémes images d’objets et de textures qu’au chapitre précédent auquelles
nous rajoutons une composante de bruit gaussien de moyenne nulle et o = 20
(voir la figure 3.10). Nous mesurons la norme L? des erreurs tout d’abord
entre le fond de référence et les composantes @ puis entre les textures de
référence et les composantes ¢ obtenues par les différents algorithmes. De
plus nous rajoutons les mesures, proposées a la section 1.6, effectuées sur
la fonction d’autocorrélation des composantes w afin de pouvoir juger de la
qualité du bruit extrait.

Les paramétres ont été choisis comme étant ceux donnant les meilleurs résul-
tats visuels. Ces parameétres sont listés ci-apres pour chacun des algorithmes :
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Fia. 3.10 — Les images de gauche sont les composantes objets et textures de
référence. L’image finale de test & droite est composée des images de référence
additionnées d’un bruit gaussien.

— Algorithme F7¢ : X\ = 10, p1 = 1000, 2 = 100 et une taille de fenétre de
3 x 3 pixels,

— Algorithme FAC2 : X =1, 4 =500 et § = 9.4 (k = 0.2 et o = 20),

— Algorithme F73 : X =1, 4 =500 et 6 = 23.5 (k = 0.5 et o = 20).

La figure 3.11 donne les résultats obtenus en sortie des algorithmes.

Le tableau 3.1 donne les différentes mesures obtenues lors des tests.

Algorithme FI¢ FAC? FIG3
1% — wperl| 2 792.8 873.5 984.6
19 — vpesllp2 1844.9 2832.4 1598.6
1V — Yeepllz2 | 423.2 423.5 255.3

TaB. 3.1 — Mesure obtenues pour ’évaluation des algorithmes de décompo-
sition u, v, w.

Nous pouvons constater que 'algorithme F/¢ donne 'erreur la plus faible
pour 'image des objets, une qualité de texture légérement moins bonne que
'algorithme F7E3 a base de contourlets. La qualité du bruit est quant a
elle équivalente & celle obtenue avec 1'utilisation des espaces de Besov. L’al-
gorithme F7E3 fournit une qualité de bruit nettement meilleure pour une
qualité de texture elle aussi meilleure & 'instar d’une erreur sur les objets
plus importante. Toutefois I'information contenue dans les composantes ob-
jets issues des algorithmes F/¢ et F/G3 sont visuellement équivalentes.
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F1a. 3.11 — Résultats des différents algorithmes. Premiére ligne : algorithme
F7G deuxiéme ligne : algorithme FA? et derniere ligne : algorithme F7&3.

3.7 Bilan

Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre le principe de décomposition
d’image vu au chapitre précédent au cas d’images bruitées. Nous considérons
le bruit comme étant une composante a part entiére dans le sens ou nous
nous intéressons a ce que la qualité du bruit extrait soit elle aussi bonne.
Nous proposons dans un premier temps un algorithme basé sur une notion
de régularisation locale adaptative. Nous rappelons le modéle proposé par
J.F.Aujol et A.Chambolle utilisant les espaces de Besov pour modéliser le
bruit (par seuillage des coefficients d’ondelettes). Nous proposons de rempla-
cer les ondelettes par les contourlets vues au chapitre 1.

Des tests faits a partir d’images de référence nous montrent que globalement
I’algorithme basé sur les contourlets nous donne les meilleurs résultats sur la
qualité des textures et du bruit extrait. L’algorithme utilisant la régularisa-
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tion locale adapative donne des résultats équivalent au niveau des textures,
une meilleure restitution des objets mais un bruit de moins bonne qualité.
L’algorithme basé sur les ondelettes donne les moins bon résultats, les deux
autres étant meilleurs, car ils respectent mieux la directionalité contenue

dans les images.



Chapitre 4

Applications

Nous avons vu dans les chapitres précédents que les travaux disponibles dans
la littérature sur la décomposition d’image montrent un gros effort en terme
de modélisation de 'image. Méme si & l'origine, 1’idée était de faire de la res-
tauration d’images, le champ d’applications possible de ce type de technique
a été assez peu exploré. Nous proposons dans ce chapitre deux applications
utilisant la décomposition en deux parties vue au chapitre 2. Nous nous inté-
ressons dans un premier temps au traitement du bruit de type multiplicatif
appliqué & des images issues de capteurs de type radar et imageur laser.
Dans un deuxiéme temps, nous examinons une propriété particuliére de la
décomposition d’image mettant en avant les structures longilignes. Celle-ci,
couplée & des algorithmes de détection, nous a permis d’envisager une ap-
plication originale de détection de réseaux routiers en imagerie aérienne ou
satellitaire.

4.1 Deébruitage de bruit de type speckle

4.1.1 Principe

Cette application fut étudiée en collaboration avec J.F.Aujol avant la mise
au point des algorithmes de décomposition u, v, w. Le bruit de type speckle
est un bruit du type multiplicatif. On le rencontre par exemple dans des
images du type radar (SAR) ou en imagerie active laser.

La méthode de décomposition exposée dans le chapitre 2 fait ’hypothése de
Padditivité f = u + v qui est inadaptée & un bruit de type multiplicatif. La
méthode la plus simple pour obtenir un modéle multiplicatif et conserver les
algorithmes de décomposition u, v est tout simplement d’utiliser la fonction
logarithme. Alors f = uv devient :

log(f) = log(u) + log(v) (4.1)

107
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Si on utilise les notations suivantes

f =log(f) 2)
u = log(u) )
v = log(v) 4)

on retrouve alors un modéle additif
f=u+0v (4.5)
Rq : en pratique on rajoutera 1 & f afin d’éviter d’avoir le logarithme de 0.

Il ne reste qu’a obtenir la décomposition @ et v et de prendre I’exponentielle
de u afin de retrouver la composante débruitée u.

4.1.2 Tests et résultats

Pour tester cet algorithme, nous disposions d’une image de synthése sur la-
quelle un bruit multiplicatif de type gamma a été rajouté, une image de type
SAR fournie par le CNES, une image flash laser. Ces images sont données
prespectivement fig.4.1, fig.4.2 et fig.4.3.

Fia. 4.1 — Image synthétique avec bruit multiplicatif de type Gamma.

Nous disposons également des images de référence pour les cas SAR et image
synthétique (voir les figures 4.4 et 4.5).
Les figures 4.6, 4.7 et 4.8 donnent les résultats obtenus par ’algorithme de
débruitage par décomposition d’images.
L’image laser donne le sentiment de n’étre que partiellement débruitée mais
les «artefacts» restants sont dis aux effets de turbulences de 'atmosphére



4.1. DEBRUITAGE DE BRUIT DE TYPE SPECKLE 109

FiG. 4.2 — Image SAR initiale.

qui influent sur la propagation du rayon laser (d’oll une sorte de texture
surimposée a l'image).

Nous avons comparé nos résultats avec des images débruitées par les algo-
rithmes de filtrage de Frost et Kuan (le choix de ces algorithmes s’est fait
principalement sur un critére de disponibilité, ces filtres étant classiquement
utilisés dans le domaine de l'imagerie SAR, nous avons pu y avoir acces
au travers du logiciel ENVT & notre disposition). Nous rappelons les défini-
tions de ces deux filtres en 4.1.1 et 4.1.2. La figure 4.9 regroupe les résultats
obtenus en appliquant ces filtres sur I'image synthétique et sur 'image SAR.

Définition 4.1.1 Le filtre de Frost est un filtrage de Wiener adaptatif qui
revient 4 convoluer les pixzels de limage f par un masque m de taille fizée.
Le masque m est une réponse impulsionnelle de type exponentielle définie par

m(t) = exp (~KCs(to)|t]) o cf(to)z‘;f(iio)) (4.6)

ou to représente les coordonnées du centre de la fenétre, |t| la distance entre
le pizel considéré et to, K est un paramétre du filtre. Les quantités or(to) et

f(to) sont respectivement l’écart-type et la moyenne de f sur la fenétre.

Définition 4.1.2 Le filtre de Kuan est basé sur le critere MMSE (Minimum
Mean Square Error). On peut alors montrer que l'image estimée est donnée
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Fic. 4.3 — Image active laser initiale d’un blindé.

Fic. 4.4 — Image synthétique de référence.
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Fi1a. 4.6 — Image synthétique débruitée (p = 500, A = 0.5, 50 itérations).

par -
fofe— U=l I it

o2+ (f?+02)/L L+1
ot f et oy représentent respectivement la moyenne et la variance de l'image
f estimés sur une fenétre de taille fizée et centrée sur le pizel & traiter,

le paramétre L est le rapport (moyenne du bruit)/(écart-type du bruit). Ce

(4.7)
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Fia. 4.7 — Image SAR débruitée (u = 500, A = 0.1, 50 itérations).

paramétre peut étre soit fournit par l’'opérateur ou étre estimé dans une région
uniforme.

Si nous nous basons sur un critére purement visuel, nous constatons que
les résultats obtenus dans le cas de la décomposition d’image sont meilleurs
que ceux obtenus avec les filtres de Kuan et Frost. Toutefois ce résultat
est & nuancer car si le contenu informationnel parait effectivement mieux
exploitable, nous constatons que les contrastes ne sont pas respectés ce qui
peut étre génant dans le cas oli la notion de signature de certains matériaux
devrait étre exploitée.
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F1G. 4.8 - Image active laser blindé débruitée (1 = 100, A = 1, 50 itérations).
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Fi1a. 4.9 — Filtrage SAR classiques : Premiére ligne : Filtre de Frost (masque
de 15 pixels de large), Filtre de Frost (masque de 11 pixels de large), deuxiéme
ligne : Filtre de Kuan (masque de 7 pixels de large), Filtre de Kuan (masque
de 7 pixels de large).
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4.2 Détection d’objets longilignes

Cette application se base sur une propriété de la décomposition permettant
«d’intensifiery la présence d’objets du type longilignes. Cette propriété a
trouvé une application dans la mise en place d’un outil destiné & soulager le
travail des interprétes images chargés d’extraire les réseaux routiers sur des
images aériennes ou satellitaires. En effet, malgré certaines avancées dans le
domaine de la détection de réseaux routiers, ceux-ci se chargent toujours d’ef-
fectuer cette tache fastidieuse manuellement. La quantité d’images & traiter
étant en constante augmentation, le besoin de disposer d’outils d’aide semi-
automatique est bien réel.

Le principe proposé se base sur une succession de trois phases :

— une premiére étape de décomposition d’image exacerbant les objets longi-
lignes,

— une deuxiéme étape permettant d’effectuer une premiére phase de détec-
tion, basée sur l'algorithme de détection d’alignement issu de la théorie de
la Gestalt,

— enfin une derniére étape dans laquelle chaque segment précédemment dé-
tecté est «transformé» en courbe déformable sur lesquelles nous appliquons
un algorithme de type snake. Le but de cette phase est d’obtenir une dé-
tection finale la plus proche possible du réseau réel.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons ces différentes étapes ainsi que
quelques résultats obtenus.

4.2.1 Une propriété inattendue!

Lors d’expérimentations sur la décomposition u + v, nous avons remarqué
la propriété suivante : si 'on regarde la décomposition obtenue a partir de
I'image en haut de la figure 4.10, nous pouvons remarquer que la portion
de chemin sur laquelle roule le véhicule est plus visible dans la composante
texture (cf. image du bas).

Au premier abord, ce comportement semble étrange car dans notre esprit une
route est plutdt considérée comme un «objet» fin et longiligne. D’un point
de vue mathématique, il est donc naturel de modéliser une route par une
fonction indicatrice longue et peu large que 'on s’attend donc a retrouver
dans la composante u. Le lemme suivant montre pourtant qu’il est normal
que ce type d’objet apparaisse effectivement dans ’espace des textures. Pour
cela, il suffit de montrer que la norme de ce type de fonction indicatrice dans
I’espace des textures n’est pas nulle.
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F1a. 4.10 — Constatation expérimentale : le chemin est mis en avant dans la
partie texture.

Lemme 4.2.1 Soit f la fonction indicatrice de Uensemble En défini par
En =[0,1] x [0, N] (4.8)
quand N est grand f correspondra o une route dans limage. On a alors

(2+ %) o %] (4.9)

Ifllc €

Preuve:
Soit la fonction 6 définie par

t—3% s 0<t<l1
0(t) =4 3 si t>1 (4.10)

(Sl
a
~
VAN\Y%
(=]
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alors 5
f=XBy = e (0(z1)xp0,n)(2)) (4.11)
on a alors )
0G0 x 0.3 (@2)]| oo = 5 (4.12)

Ce qui nous fournit la borne supérieure. La borne inférieure est obtenue en
appliquant la propriété suivante

17llel sy = / (x)dz = || (4.13)
On en déduit
1l > (4.14)
GZ 9N +2 ‘

ce qui achéve la démonstration.
|

La figure 4.11 illustre cette propriété sur une imagette extraite d’une image
aérienne. On vérifie bien le fait que le réseau routier est mis en avant dans
I'image des textures.

Nous devons maintenant extraire le réseau routier proprement dit. Le choix
d’un algorithme de détection sera basé sur le fait que nous cherchons a dé-
tecter des objets longilignes.

4.2.2 Algorithme de détection des alignements.
Principe

Au paragraphe précédent, nous avons vu que les objets longilignes pouvaient
étre mis en avant dans la partie texture de 'image, il nous faut maintenant
mettre en place un algorithme permettant des détecter des alignements de
pixels dans l'image. Une méthode bien adaptée & ce type d’objet est la mé-
thode de détection des alignements issue de la théorie de la Gestalt. Dans les
pages qui suivent, nous commencons par rappeler le principe et les résultats
théoriques de la méthode, pour cela nous donnons quelques définitions de
base en reprennant les références [26],[27].

La méthode est basée sur le principe de Helmhotz : un événement' sera d’au-
tant plus significatif qu’il aura peu de chance d’apparaitre (autrement dit un
événement ayant une probabilité d’apparition trés faible sera effectivement
significatif si il apparait).

!Un événement peut, par exemple, étre une configuration géométrique particuliére («z
points sont alignés le long d’un segment de longueur I»).
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Fia. 4.11 — Immage aérienne (en haut a gauche) et sa décomposition (compo-
sante BV en haut a droite, composante texture en bas).

En pratique, il est souvent difficile de calculer la probabilité d’un événement,
on préfére calculer I’espérance de ces événements étant donné que ’on cherche
des probabilités faibles (inégalité de Markov : soit C' un événement, P(C') <
E(C), de plus en pratique le calcul d’une espérance est un simple comptage
des différents événements). En se basant sur ce principe, il est possible de
définir la notion d’événement e-significatif :

Définition 4.2.2 (Evénement e-significatif)

Nous dirons qu’un événement est e-significatif si ['espérance dans ’image du
nombre d’occurences de cet événement est inférieure a € (sous l’hypotheése
d’une distribution de la fréquence d’apparition uniforme).

Appliquons cette définition & un événement FE; ayant certaines caractéris-
tiques, nous notons sa probabilité d’apparition p. En faisant 'hypothése
d’indépendance entre les événements, nous pouvons déduire que la proba-
bilité qu’au moins k événements ayant les mémes caractéristiques parmi les
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n observés est
n

B k) =3 () -0 (4.15)

i=k

(& queue de la loi binémiale)
Nous pouvons ensuite définir la notion du Nombre de Fausses Alarmes (N F A)
(c’est a dire l'espérance du nombre d’événements arrivant par hasard) :

NFA = NeonyB(n, k,p) (4.16)

ol Neons est le nombre de tests effectués sur I'image. On dira alors qu’un
événement est e-significatif si NFA < e.

Pour pouvoir appliquer ce principe & la détection d’alignement, il nous faut
commencer par définir d’un point de vue mathématique la notion d’aligne-
ment de points. Pour cela, nous utilisons des outils de géométrie appliquée.
Soit v 'image en niveau de gris de taille N x N & analyser, nous pouvons
définir le vecteur direction du gradient

1 —
1Dl

ou

= 1 (=, j+1)+v@+1,7+1)]+ [v(i,j) +v(i+1,j5)]

D= ) . ) ‘ L s (4.18)
2\ [wli+1Lj)+o(i+1,5+ 1] = [v(i, ) + (i, j + 1)]

on dira alors que deux points X et Y ont la méme direction avec la précision

p= % (en pratique on choisit 2 < n < 16) si

Angle(dir(X), dir(Y)) < 2% (4.19)
En se basant sur le principe de Helmholtz vu précédemment, on considére
les directions en chacun des points d’une image comme étant une variable
aléatoire distribuée de maniére uniforme. On peut donc interpréter p comme
étant la probabilité que deux points indépendants aient la méme direction.
Soit A un segment de longueur [, composé des points 1, ..., 7, on notera X;
la variable aléatoire telle que

X, — {1 si le pixel x; est aligné avec la direction de A. (4.20)

0 sinon

Les variables X; sont alors distribuées selon une loi de Bernoulli

PX;=1=p e PX;=0=1-p (4.21)
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On peut ensuite définir une variable aléatoire représentant le nombre de
points z; ayant la bonne direction par

Si=X1+Xo+...+ X (4.22)

En faisant 'hypothése de I'indépendance des X;, la variable S; est donnée
par une distribution bindémiale

PlS, = k] = (fC) PH(1— p)k (4.23)

Nous cherchons maintenant & savoir si un segment de longueur [ donné est
e—significatif ou non par rapport aux autres segments de I'image. Pour cela,
notons m(l) le nombre de segments orientés de longueur | dans l'image (que
I’on supposera de taille N x N). Il est possible de montrer que

m(l) ~ N* (4.24)

On définit alors le seuil de détection par

Définition 4.2.3 On appellera «seutl de détections la famille des valeurs
positives notées w(l, e, N), pour 1 <1 < laq telle que

l'nLa,:L’

> w(le, N)m(l) < e (4.25)
=1
Les auteurs de [26, 27| donnent alors une définition générale d’un segment
e-significatif.

Définition 4.2.4 Un segment de longueur | est e-significatif dans une image
N x N si il contient au moins k(1) points ayant leur direction alignée avec
celle du segment. La variable k(1) est donnée par

k() = min{k € N,P[S; > k] < w(l, e, N)} (4.26)

Le probléme de cette formulation est que ’on ne connait pas, a priori, la loi
de probabilité P. Afin de palier ce probléme, on remarque que si ’on note,
pour 1 < i < N*, ¢; 'événement «le i-éme segment est e-significatif» et xe,
la fonction caractéristique de I’événement e; alors on a

Plxe, = 1] = P[S;, = k(1)], l; = longueur du i-éme segment  (4.27)

Soit R la variable aléatoire représentant le nombre exact de fois ou les
événements e; apparaissent simultanément dans l'image. On a donc R =
Xer T Xes + -+ -+ Xeys et le calcul de I'espérance donne

E(R) = E(Xer) + E(Xes) + - + E(xeya) = Y m(DPS; = k(1)) (4.28)
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En pratique, il est beaucoup plus facile de calculer ’espérance de R que de
connaitre la loi de probabilité P[S; > k(I)] (cette loi n’étant pas triviale a
déterminer, notamment car les événements e; ne sont pas indépendants). En
utilisant les relations 4.26 et 4.25, on obtient

lmax
E(R) <Y w(l,e, N)m(l) < e (4.29)
1

3

o~
Il

Il reste a discuter du choix de la famille de seuils de détection w(l, €, N). Dans
[26, 27] les auteurs font remarquer que le nombre de segments de longueur
[ dans une image de taille N x N est de 'ordre de N3 donc m(l) ~ N3.
Si l'on ne s’intéresse qu’aux segments de longueur [ alors on peut prendre
w(l,e,N) = ~3- o1 maintenant nous faisons le choix de ne pas privilégier des
longueurs de segment particuliéres, un choix possible est de supposer que la
longueur des segments dans l'image est répartie suivant une loi uniforme, ce

qui nous donnera, :
€
La définition finale d'un segment e—significatif est la suivante :

Définition 4.2.5 Un segment A de longueur | est e—significatif dans une
image N X N si il contient au moins k(1) points ayant leur direction alignée
avec celle du segment A, ot k(1) est donné par

. €
k(1) = min{k € N,P[S; > k] < m} (4.31)
Enfin, nous pouvons définir le Nombre de Fausses Alarmes :

Définition 4.2.6 Soit A un segment de longueur ly composé de kg points
ayant leur direction alignée sur celle de A. Le Nombre de Fausses Alarmes
est donné par

lo
l _
NFA(lo, ko) = N*P[S), = ko] = N* ) (]2) pF(1 —p)lok (4.32)
k=ko

Dans |26, 27| les auteurs montrent la proposition suivante

Proposition 4.2.7 Soit A = (lo, ko) un segment alors NFA(A) est le plus
petit € tel que A soilt e—significatif.

Les expériences menées par les auteurs de [26, 27| montrent qu'un méme
événement peut donner lieu a plusieurs détections (par exemple pour un
méme alignement on aura plusieurs segments paralléles, des problémes sur
la précision des directions,...) la cause étant en fait la précision limitée dans
les images (dtie au procédé d’acquisition). Or des études psychovisuelles
montrent que I’étre humain corrige ce probléme grice au principe d’exclu-
sion :
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Définition 4.2.8 (Principe d’exclusion) Soient A et B deuz évenements ob-
tenus & partir de la méme loi de la Gestalt. Alors aucun point x n’est autorisé
G appartenir o A et B simultanément. Donc x € A ou x € B.

On va donc appliquer ce principe 4 la détection des alignements. Pour cela,
il nous faut tout d’abord définir la notion de segment maximal :

Définition 4.2.9 (Segment mazimal) Un segment A est dit mazimal si

1. Il ne contient pas d’aulres segments significatifs

& VB C A NFA(B) > NFA(A) (4.33)

2. 1l n’est pas contenu par un autre segment significatif

& VB D A NFA(B) > NFA(A) (4.34)

On dira qu’un segment est mazimal significatif st il est & la fois mazimal et
significatif.

Les mémes auteurs montrent quun segment maximal & les propriétés sui-

vantes :

— les deux extrémités de A ont leurs directions alignées avec celles de A,

— les deux points suivant les extrémités de A n’ont pas leur directions ali-
gnées avec celle de A.

Le principe d’exclusion appliqué dans le cadre de la détection d’alignements
nous donne l'algorithme suivant

1. On établit une liste L de tous les intervalles I sur une ligne commencant
par un point aligné précédé par un point non-aligné et finissant par un
point aligné suivit par un point non aligné.

2. On considére toutes les paires (I, J) (ou I,J € L) telles que I C J. Si
J est plus ou autant significatif que I alors on retire I de la liste.

3. On retourne a ’étape 1 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de paires possibles.

Au final, on obtient tous les segments maximaux significatifs de la ligne. On
applique la méthode pour toutes les lignes possibles de 'image afin d’obtenir
tous les segments maximaux significatifs de 'image.

Expérimentations

Les images & notre disposition sont des images acquises dans le domaine
optique sur la région de la ville de Marseille (©CNES-DGA). Dans un pre-
mier temps, nous avons extrait une portion contenant peu de routes (voir
figure 4.12) afin de valider le concept sur une image de taille raisonnable
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(300 x 300). Ensuite nous appliquerons le méme algorithme de détection sur
deux images dont les tailles correspondent plus aux images réellement mani-
pulées. L’une de ces deux images contient majoritairement une zone de type
agricole et ’autre image contient & la fois une zone de type agricole et une
zone de type urbaine (voir les figures 4.13 et 4.14). Les images présentées
ici ont été retouchées afin d’augmenter leur contraste pour des raisons de
visibilité dans ce manuscrit.

FiG. 4.12 — Imagette de test

Nous considérons ici que les images ne sont pas bruitées et par conséquent
utilisons une décomposition en deux parties obtenue grace a la fonction-
nelle F fg(u, v) vue au paragraphe 2.2.5. La premiére étape a consisté tout
d’abord a étudier I'influence des paramétres de I'algorithme de décomposition
d’image. Pour cela, nous avons fait varier ces parameétres dans les gammes
suivantes p € [0.1;5000] et A € [0.1;100] avec un pas variable augmentant
au fur et & mesure que les parameétres eux-mémes augmentaient. Pour des
raisons de temps de calcul, nous avons fait ce test uniquement sur I'imagette
de test. En pratique, nous avons obtenu 1080 décompositions différentes. Les
figures 4.15, 4.16 et 4.17 illustrent le comportement de la décomposition vis
& vis de ces parameétres.

Tout d’abord, si nous examinons l'influence du paramétre p, nous pouvons
observer pour = 0.2 (donc p faible) que la partie texture est plus proche
d’une image de «bruity» ou les routes ne sont pas spécialement mise en avant
par rapport au reste de I'image. A l'inverse, le cas u = 5000 permet d’obser-
ver nettement le réseau routier et quelques textures présentes dans 'image.
Ce comportement s’explique tout simplement par la définition méme de la
norme sur l’espace G ; en effet nous avons vu que, plus le signal était «os-
cillant», plus sa norme sur cet espace était faible. Or rappelons que lorsque
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FiG. 4.13 — Zone agricole
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Zone agricole + urbain

Fig. 4.14
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'v _.-‘. f : b ‘I.. é
D

Fia. 4.15 — Décomposition de l'imagette obtenue pour = 0.2 et A = 0.1.

FiG. 4.16 — Décomposition de I'imagette obtenue pour u = 5000 et A = 0.1

Fia. 4.17 — Décomposition de I'imagette obtenue pour g = 5000 et A = 90
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I’on fixe une valeur de p faible dans I’algorithme, cela correspond & la norme
maximale de la partie texture. Par conséquent cette partie extraite contien-
dra en réalité les parties bruitées de I'image. Tandis que lorsque I'on fixe une
valeur élevée de u, nous allons effectivement obtenir uniquement des textures
et en particulier le réseau routier.

Deuxiéme examen, I'influence du paramétre A. Nous voyons trés nettement
que ce paramétre joue sur le «lissage» de la composante dans ’espace BV'.
En effet, plus A est important, plus la partie BV sera lissée, cela signifie que
ce qui peut étre vu comme des transitions dans 'image (notamment comme
les bords des parcelles des champs) sera considéré comme une oscillation
dans I'image et donc rejeté dans la composante texture. L’inconvénient pour
I’application que nous visons dans ce paragraphe est que les bords de ces
parcelles deviennent elles-aussi non négligeables par rapport au réseau rou-
tier. Nous risquons donc de détecter des alignements qui ne font pas partie
de ce que nous cherchons.

Cela nous améne maintenant & la deuxiéme étape : la détection elle-méme.
Nous appliquons l'algorithme de détection des alignements a chacune des
composantes textures vues précédemment. Premier résultat : la détection sur
la partie texture de la figure 4.15 ne donne aucun résultat (aucun segment
détecté), en effet 'image étant trop bruitée, aucun alignement n’est considéré
comme significatif. La figure 4.18 montre les segments détectés sur les deux
autres composantes textures (& gauche pour A = 0.1, & droite pour \ =
90). Les paramétres de l'algorithme de détection des alignements sont les
suivants : une précision de 16 (valeur par défaut), un nombre de directions de
recherche de 192 (afin d’avoir une résolution en terme de direction suffisament
fine), une norme minimum du gradient définissant une direction égale a 2
(valeur par défaut) et e = 10715 (cette valeur a été retenue aprés quelques
essais du fait qu’elle donnait le minimum de fausses alarmes, des valeurs plus
faibles donnent des résultats similaires).

Le comportement de I'algorithme de détection des alignements est conforme
A ce que l'on attendait, les routes sont effectivement détectées. Dans le cas
ou A = 90, 'algorithme détecte effectivement les bords les plus prononcés
des parcelles agricoles. Le principe de détection de réseau routier est donc
viable sur cette image de test ; il nous faut donc le tester sur les images plus
complexes des figures 4.13 et 4.14. Etant donné les résultats précédents et la
motivation de minimiser les temps de calculs, nous choisissons directement
les paramétres p et A respectivement égaux & 5000 et 0.2. Les composantes
textures obtenues sont visibles sur les figures 4.19 et 4.20 (la dynamique
de ces images a été retouchée afin d’en améliorer la visualisation dans ce
manuscrit).

Les résultats de l’algorithme de détection des alignements sont donnés sur
les figures 4.21 et 4.22. Les parameétres utilisés sont respectivement une pré-
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Fia. 4.18 — Segments détectés pour p = 5000, A = 0.1 & gauche et A =90 a
droite.

cision de 8, 192 orientations de recherche, une norme minimum du gradient
définissant une direction égale 4 2 et € = 107! pour la figure 4.21 ; une pré-
cision de 12, 192 orientations de recherche, une norme minimum du gradient
définissant une direction égale a 2 et ¢ = 1075 pour la figure 4.22. Dans
les deux cas, le réseau routier est relativement bien extrait hormis quand
celui-ci a une forme courbée. En effet, ’algorithme de détection favorise 1’ex-
traction des segments longs, donc une route ayant un rayon de courbure non
négligeable ne peut pas étre décomposée comme une succession de segments.
Afin d’extraire le réseau routier, les paramétres de 'algorithme (notamment
le choix de €) sont choisis de telle sorte que l'algorithme détecte bien des
segments qui ne sont pas de longueur importante. Ceci a pour conséquence
la détection de quelques bords de parcelles agricoles (un compromis est a
faire entre pouvoir de détection et fausses détections).
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Fia. 4.19 — Composante texture pour la zone agricole
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Fia. 4.20 — Composante texture pour la zone agricole et urbaine
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F1a. 4.21 — Segments détectés pour la zone agricole
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Fia. 4.22 — Segments détectés pour la zone agricole et urbaine
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Fusion de segments

Nous venons de voir que plusieurs segments pouvaient étre fournis par 1’al-
gorithme pour un méme alignement. Nous proposons ici de mettre en place
quelques régles permettant de fusionner certaines configurations de groupes
de segments. Ces régles sont regroupées dans le tableau 4.23.

Ces regles nous permettent de réduire le taux de sur-détection. Un exemple
est donné sur la figure 4.24. L’étape suivante va consister & affiner la géomé-
trie des routes extraites a ’aide d’un algorithme de type snake.

4.2.3 Adaptation a la géométrie réelle

Nous venons de voir qu’il était possible de détecter des segments correspon-
dant aux portions longilignes du réseau routier en appliquant ’algorithme de
détection des alignements sur la composante texture de I'image initiale. Tou-
tefois ce résultat n’est pas encore tout a fait satisfaisant car sur des images
aussi complexes que celle présentées sur les figures 4.19 et 4.20, le réseau rou-
tier n’a pas nécessairement une forme purement longiligne. L’idée est donc
de convertir nos segments détectés en courbes polygonales déformables et
d’appliquer un algorithme du type snake.

Etant donné que le but initial de cette application est de proposer un outil
intéractif pouvant étre utilisé par des opérateurs non spécialisés dans le do-
maine des contours déformables, nous avons choisi d’utiliser un modéle basé
sur une déformation de courbes polygonales. Le modéle choisit est rappelé &
I'annexe B, celui-ci a été développé dans le cadre d’un besoin en extraction
de formes dans des images relativement bruitées (d’ou I'utilisation de la no-
tion de statistique pour guider la courbe) et avec une contrainte de temps
de calcul. Les étapes du processus sont donc les suivantes :

— transformation de chaque segment en une courbe polygonale ayant un pas
d’échantillonnage fixé,

— évolution de la courbe,

— retouche éventuelle de 'opérateur via une interface appropriée.

La figure 4.25 illustre sur l'imagette le type de résultat final obtenu. Les
figures 4.26 et 4.27 quant a elles illustrent les résultats obtenus sur les images
& plus grande échelle 4.13 et 4.14.

4.2.4 Bilan

Nous venons de voir que le principe exposé dans les paragraphes précédents
donnait des résultats prometteurs. En accord avec la théorie et afin de privi-
légier les objets longilignes dans la composante texture, nous avons vu qu’il
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L

- L ]

Segment inclus dans un autre. Résultat aprés traitement.

Dans le premier cas, un segment est inclus dans un autre. Pour le détec-
ter, nous utilisons tout simplement les coordonnées des deux extremités
du segment et les pentes des droites. Le segment le plus court est sup-
primé.

»

*

Y
.

- &
e -

Segments décalés. Résultat aprés traitement.

On détecte deux segments décalés décrivants la méme droite soit grace
& un barycentre équivalent, soit grace aux coordonnées des deux extre-
mités ou aux pentes des droites. On fusionne les deux segments en les
remplacant par un segment d’une longueur équivalente & leur réunion.

s o — o . »

Succession entre deux segments proches. Résultat aprés traitement.

Lorsque deux segments décrivants une méme droite sont disjoints, on les
détecte par les coordonnées des extremités et les pentes des droites. La
fusion consiste & compléter le morceau manquant entre les segments.

A-A‘

Intersection entre deux segments. Résultat aprés traitement.

Ce dernier cas est certainement le plus compliqué & résoudre mais non
a deétecter : une simple résolution d’équation f(x) = g(z) permet de
déterminer si ces segments se chevauchent. Le probléme n’est pas évident
& résoudre, car il se peut que les segments décrivent 2 droites qui sont
2 routes différentes, qui se croisent. On utilise la pente des droites, ainsi
que les coordonnées des extremités. En pratique, le cas est assez peu
géré (3 moins que I’on soit vraiment siir), on préfére ne pas modifier tout
de suite la géométrie des droites. Ce cas sera géré en dernier lieu par
Palgorithme de snake qui fusionnera les deux snakes résultants en un
seul.

F1a. 4.23 — Reégles de fusion des segments.
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FiG. 4.24 — Exemple de résultat obtenu aprés application des régles de fusion
des segments.

FiG. 4.25 — Réseau routier final détecté par courbes déformables.

suffisait de choisir le parameétre p élevé (afin de réellement extraire les tex-
tures et pas seulement du bruit) et le parameétre A faible (afin de ne pas
trop «lisser» 'image et ainsi rejeter certains bords dans la partie texture qui
seraient alors détectés par algorithme). Du coté de lalgorithme de détec-
tion des alignements, la valeur par défaut de 2 pour la norme minimum du
gradient définissant une direction semble tout & fait appropriée. De maniére
& avoir une résolution suffisante en terme de directionalité, le choix de 192
orientations de recherche convient tout & fait. Reste le choix de la précision
et de la valeur de e. Concernant le choix de la précision, une valeur comprise
entre 8 et 12 donne un bon compromis entre la détection d’alignements com-
portant des points s’écartant de la direction principale et une redondance de
détection pour un méme alignement. Quant & la valeur de ¢, celle-ci condi-
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FiG. 4.26 — Routes finales détectés pour la zone agricole

tionne le fait que I'on va vouloir privilégier des alignements plus ou moins
longs. Plus € est faible et plus les alignements détectés seront longs. Le choix
de ce paramétre se fait donc essentiellement suivant le type d’image & traiter,
toutefois les différentes expérimentations que nous avons menées montrent
qu’il est raisonable de choisir 1071 <e <1076,

Si nous regardons les travaux disponibles dans la littérature, nous pouvons
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Fia. 4.27 — Routes finales détectés pour la zone agricole et urbaine

constater que cette problématique est trés largement étudiée. Les travaux
récents de C.Lacoste [48], montrent que ce probléme est loin d’étre complé-
tement résolu. Toutefois, nous pouvons noter que les techniques couramment
utilisées se basent sur des approches probabilistes. Ces méthodes requiérent
la plupart du temps une premiére phase de «prétraitement» visant & exacer-
ber le tracé des routes dans les images. Dans sa thése [48], ’auteur propose
d’utiliser des processus ponctuels marqués (basés sur une modélisation Mar-
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kovienne) pour effectuer la tache de détection proprement dite. L’aspect
intéressant est qu’il est nécessaire de modéliser des contraintes géométriques
d’un point de vue probabiliste, chose qui n’est pas triviale. La derniére partie
de cette thése étend la méthode & une notion de lignes brisées afin de pou-
voir détecter des réseaux sinueux. Nous pouvons donc voir que la démarche
adoptée dans [48] est proche de la notre dans le sens ol nous commencons
aussi par une étape de prétraitement (I'extraction de la composante tex-
ture), une étape de détection d’objets linéiques (détecteur d’alignements de
la Gestalt) et enfin une étape de «raffinement géométrique» par 'emploi de
contours déformables. Malheureusement, n’ayant pas accés aux images utili-
sées par C.Lacoste, nous n’avons pu mener une réelle évaluation des résultats.
Toutefois, pour des images de nature aériennes, nous pouvons constater vi-
suellement que nos résultats sont trés encourageant vis a vis de ceux obtenus
par C.Lacoste. Par contre dans le cas d’image de type radar, notre méthode
est mise en défaut, le probléme étant que la modélisation sous-jacente a la
décomposition de I'image ne correspond pas un modéle d’image radar.



Conclusion

Les problématiques intervenant sur les projets dans lesquels je suis impliqué
a la DGA nous ont fait nous demander si il était possible de voir le traite-
ment d’image de maniére plus globale. La premiére étape a donc consisté &
étudier une modélisation mathématique des images notamment a partir des
travaux de Y.Meyer suivis de ceux de S.Osher et al. puis de ceux de J.F.Aujol
et al. Ces travaux nous permettent de décomposer une image en sa partie
«objets», modélisés par des fonctions appartenant & I’espace des fonctions a
variations bornées (BV'), sa partie textures, modélisées par ’espace dual de
BV.

Dans le cadre de cette thése, nous avons étendu cette modélisation au cas
d’images bruitées. Ainsi une image peut étre vue comme étant constituée de
trois composantes : les objets, les textures et le bruit. Par ailleurs, J.F.Aujol
et al. ont aussi proposé un modéle permettant d’obtenir ces trois compo-
santes, modéle que nous avons par la suite modifié en remplacant 1'utilisa-
tion des ondelettes par les contourlets, celles-ci nous permettant d’inclure la
notion de géométrie au modéle.

Ces différents modeles nous ont incité & proposer des méthodes permettant
de juger de la qualité des décompositions obtenues par chacun des algo-
rithmes. Cette démarche s’inscrit dans la problématique de «l’évaluationy,
actuellement en plein essor dans la communauté scientifique (notamment via
le programme TECHNOVISION), importante car il est nécessaire de pou-
voir juger de la qualité des résultats obtenus par les différentes méthodes
développées.

Enfin nous présentons deux applications de cette décomposition d’image.
La premiére, étudiée avant la disponibilité des modéles prenant en compte
le bruit, dans le cadre du débruitage de bruit multiplicatif (appliqué a des
images du type radar ou active laser). Nous comparons les résultats obtenus
A quelques filtres classiques de la littérature.

La deuxiéme application présentée a été étudiée dans le cadre de la re-
cherche d’outils d’aide pour les photo-interprétes. Nous cherchons & extraire
les réseaux routiers d’images de nature aériennes ou satellitaires. Pour cela
nous démontrons une propriété particuliére de la décomposition et 1'utilisons
comme une premiére étape de «mise en forme» de I'image. Nous utilisons
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ensuite I'algorithme de détection d’alignements de la Gestalt, proposée par
I’équipe de J.M.Morel. Pour finir nous transformons les segments détectés en
modéles déformables du type «snake». Nous proposons un algorithme trés
simple et surtout trés rapide pour faire évoluer le snake en nous basant sur
des mesures statistiques locales dans 'image.

Plusieurs perspectives s’offrent & ces travaux. Tout d’abord concernant la
modélisation elle-méme. Les modéles & trois composantes sont du type addi-
tif, hors dans le cas d’une image de type radar ou active laser nous pourrions
étre tentés de considérer les textures dans l'image et le bruit multiplicatif.
Pour cela, il faudrait modifier le modéle de la fagon suivante :

f=u+ov)w

Une autre extension du modéle serait la prise en compte d’'un champ de
mouvement dans une séquence. Celui serait «superposé» a I'image observée :

f(t) =u+v+m(t)

Ce type de modéle pourrait étre utilisé par exemple dans le cas de I'imagerie
active. En effet avec certains systémes et niveaux de turbulences atmosphé-
rique, il est possible de «voir» ’atmosphére se déplacer dans la séquence
d’images. Il serait intéressant de tester ce modeéle car la composante u + v
correspondrait a la scéne observée sans l'effet des turbulences.

Ce type de techniques ayant retrouvé un regain d’intérét ces derniéres an-
nées, il reste & les utiliser dans des cadres se rapprochant d’autres techniques
aujourd’hui classiques (modélisation markovienne, analyse de textures par
ondelettes,. ..). Une premiére question venant rapidement a esprit quant a
I'utilisation de ces espaces de textures : qu’en est-il de 'analyse et la clas-
sification des textures? En effet, étant donné qu’il est possible d’extraire
les textures présentes dans l'image il est légitime de se demander si le fait
d’avoir les textures seules apporte un plus. Des travaux ont été entamés afin
d’explorer cette question. Plusieurs voies sont possibles

— utiliser des outils des caractérisation de textures classiques (filtrage de
Gabor, ondelettes,. .. + classifieur (plus proches voisins, SVM,. . .)) sur la
composante texture extraite,

— utiliser conjointement les parties objets et textures pour faire I'analyse
(voir [4] pour un premier travail),

— développer de nouvelles méthodes de caractérisation des textures adaptées
aux composantes extraites.

Enfin concernant le champ des applications de la décomposition, plusieurs
domaines peuvent étre explorés :
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— développement d’algorithmes de compression adaptés & la composante tex-
ture (que l'on pourrait ensuite combiner avec des algorithmes plus «stan-
dards» fonctionnant sur les parties objets, une premiére approche a été
explorée par J.F.Aujol et B.Matei [7]),

— extension au cas d’images multispectrales (J.F.Aujol propose une exten-
sion au cas des images couleurs dans [6]),

— Poursuivre les travaux sur ’extraction de réseaux routiers, notamment en
adaptant la méthode au cas des images de type radar. Par ailleurs, il serait
intéressant de pouvoir réellement comparer nos résultats avec ceux de la
littérature en nous basant sur des images de test dont nous disposerions
des vérités terrains associées (extraction manuelle par un photo-interpréte)

En conclusion, ces techniques de décomposition sont encores jeunes et n’ont
pas encore montré tout leur potentiel. Par ailleurs des applications pratiques
commencent & apparaitre ou feront trés certainement leur apparition et pro-
mettent de passionnants travaux dans le futur.
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Annexe A

Méthode de projection
non-linéaire

Dans [20] Antonin Chambolle propose un algorithme basé sur une technique
de projection non-linéaire pour résoudre une certaine catégorie de fonction-
nelle a base de variation totale.

A.1 Notations - Définitions préliminaires

On suppose que l'on traite une image de taille M x N. On notera, X = RM*N
et Y =X x X.

Définition A.1.1 Soit u € X alors le gradient discret de u, noté Vu € Y =
X x X est défini par :
(V)i = (Vu)ij (Vu)i;) (A.1)

avec Vi, j € [0,...,M — 1] x [0,...,N —1]

WUit1,5 — Uiy st i< M-—1

(vu)z‘l,j = o (A.2)
0 st i=M-—1
(v )2 Ui j+1 — U4 st g < N-—-1 (A 3)
u 7;7' == .
o si j=N-1

Définition A.1.2 Soitp €Y (p = (p', p?)), on définit la divergence discréte
div : Y — X telle que div = —=V* (V* est lopérateur adjoint de V) par :

pli—pigy; st 0<i<M-—1 (pi;—pi;_; si 0<j<N-1

. _ - s 2 - .
(div p)ij = pl{j si i=0 +4 i, si 7=0
—Di 1 si i=M-—1 —pij si j=N-1
(A.4)
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On rappelle que : (—div p,u) yx = (p, Vu)y

A.2 Variation totale

Dans le cas discret, la variation totale s’exprime par :

J(U) - 0<i§471 ](Vu)l-’j] (A.5)
0<j<N-1
2 2
B O%V (Vi) + ((Vui2y) (A.6)
0<j<N—-1

Or J est une fontion 1-homogene (J(Au) = AJ(u)), si on applique la trans-
formée de Legendre-Fenchel on obtient :

J*(v) = sup (u,v) x — J(u) (A7)
avec
<u, ’U)X = Zul’J’U@'J (AS)
i?j
out J* est la fonction caractéristique de ’ensemble convexe fermé K :

T@) = xx(o) = {0 si veK 49)

+o00 sinon

Rq : on a la propriété J** = J.

Dans le cas continu (voir les propriétés de I’espace BV'), on a :

K =Gy ={div £: £ € CHQ,R?); |¢(z)] < L,Vz € Q} (A.10)

£
(A.11)
or [qu(z)div &(z)dr = (u,div £)y on peut réécrire :
J(u) = sup (u,div &) 5 (A.12)
3
ou encore si I’on pose v = div &,
J(u) = sup (u,v) y (A.13)
veK

On aimerait une expression identique dans le cas discret. Pour cela Antonin
Chambolle & montré le lemme suivant :
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Lemme A.2.1 Dans le cas discret, on a :

J(u) = sup (v, u) (A.14)
veEG]
ou Gp={div p;peY;|pi |l <1} (A.15)

Définition A.2.2 On définit le produit scalaire sur'Y : sotent p € Y,q €Y
tel que p = (pl,pz) et q = (ql,qz) alors

gy = > (pijai;+0},4;) (A.16)
0<i<M—1
0<j<N-1

A.3 Algorithme

On veut donc résoudre

- lu—glf?
min " + J(u) (A.17)
avec g € X, A > 0, ||.]| la norme euclidienne définie par ||u|* = (u,u)y.

Si l'on applique Euler-Lagrange & A.17 on obtient

2(u—g)
2\
= u—g+A3J(u) >0 (A.19)

+0J(u) 30 (A.18)

ou ici 9J est le pseudo-différentiel de J défini par
w e dJ(u) <= J(v) = J(u) + (w,v—u)y Vo (A.20)

alors A.19 peut étre réécrit comme

J 5 Y e 8J(u) (A.21)
s 0J* (g 5 “) S5u (A.22)
v _1,.,/g—u
@XEX{U < 3 > (A.23)
g _g-—u 1 ., (g—u
= 1€ +)\8J< 3 ) (A.24)

Supposons que 'on cherche un minimiseur de

g 2
w n % T*(w) (A.25)
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on applique Euler-Lagrange & A.25, on obtient alors

[ .

w— 3 + )\Z?J (w) >0 (A.26)
Lo g
= w+ XE)J (w) 3 X (A.27)
On voit donc grace & A.24 que
g—u
= A2
w=92 (4.29)

est un minimiseur de A.25

Or comme J*(w) = x¢, (w) et si w = Pg, () (Vopérateur de projection sur
G1) alors J*(w) =0 et ||w — $]| est minimum. Donc

Pe, (g) S 5 “ (A.29)

w=g— AP (%) (A.30)

On note Pg, (%) = \Pg, (%), on a alors

w=g-Pg, (%) (A.31)

Il reste donc a trouver le moyen de calculer Pg, (¢g). A.Chambolle donne le
résultat suivant :

calculer Pg, (9) < mi}r/l {IIAdiv (p) — g% Ipig? <1 Vi, 5} (A.32)
pE

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker montrent 'existence d’un multipli-
cateur de Lagrange o j = 0 associé & chaque contrainte de A.32 tel que I'on
ait v, :

—(V(Adiv (p) — 9));; + @ijpij =0 (A.33)

avec
a;j >0 et ’pi7j| =1 (A34)
Qi = 0 et ‘pi7j| < 1. (A35)

On voit alors que si o;; = 0, alors (V (Adiv (p) — g));

i = 0; donc ce cas
i
n’est pas intéressant. Donc passons au cas a;j # 0 :

@i jpij = (V (div (p) — 9)); ; (A.36)

= |aijllpij| = [(V (div(p) — 9)); (A.37)
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or | j| = a;j car ag; > 0 et |p; | =1 donc

0 = |(V (div () = 9)),, (A.38)

On utilise alors un algorithme de descente du gradient avec 7> 0; p® = 0;
n>=0

<ot e[ (9 v - 2)), |5 o - 2), o
(A.39)
On obtient donc I’équation itérative
il _ P+ 7 (V (div(p") - %))m (A.40)
|V (v e - §),,

Antonin Chambolle démontre le théoréme important suivant

Théoréme A.3.1 SiT < % alors Adiv (p™) converge vers Pg, (g) quand
n — +oo

La démonstration de ce théoréme est disponible dans [20]. En pratique, on
constate que le choix n = 20 est suffisant & obtenir la convergence souhaitée.
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Annexe B

Snake probabiliste

Le probléme de la segmentation a engendré des efforts importants pour la
mise au point de techniques adéquates. Les algorithmes de type modéles dé-
formables ont connu un développement trés important ces derniéres années
car elles ont I'avantage de fournir directement un ensemble de courbes cor-
respondant aux contours détéctés.

Aprés avoir rappelé les diverses approches disponibles dans la littérature,
nous introduisons un modéle généralisant celui de ’équipe de P.Réfrégier
[24], [23], [38], |66], basé sur un principe de mesure statistique. Cet algo-
rithme a été développé dans le cadre d’un besoin pour la DGA dont le but
était d’extraire certaines formes dans de longues séquences d’images. Cela
nous a obligé & garder & l’esprit la contrainte du temps de calcul et nous
a permis de développer un modéle relativement simple et fonctionnant en
temps réel.

B.1 Les premiers modéles

Les premiers & avoir proposé la notion de snake sont M.Kass et al. [47]. Celle-
ci & base d’une courbe polygonale C, paramétrée par v(s) o s représente
I’abscisse curviligne, peut se mouvoir grace & une «force» appliquée aux
nceuds qui relient les segments la composant (voir la figure B.1).

vill

a5
. .- /./-‘\.
v() Wi e ® Vo)

Fia. B.1 — Définition d’un snake polygonal
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2 2

+ B(s)

L2

0%

Le modéle est guidé par
() —wvuw@m;>ds

b
ma=/<M@
(B.1)

Dans la pratique, a(s) et 3(s) sont pris constants. En appliquant le principe
d’Euler, on obtient le systéme d’équations suivant :

ov
%(5)

L2

2 i)
—a%(s) + ﬁ%(s) = VP(v(s)) (B.2)
P(u(s)) = f(v(s)) = % IVI(u(s))72 (B.3)

représente une force d’attraction die a l'image (divers choix sont possibles
pour guider le snake : force ballon [25], Gradient Vecteur Flow [|80],...).

Dans [10], 'auteur montre que la solution numeérique a ce systéme peut
se mettre sous une forme matricielle donnant ainsi un algorithme itératif.
Il est par ailleurs aussi possible de remplacer les courbes polygonales par
des courbes B-Splines |74],|75] pour obtenir des modéles nommés B-Snakes
[13],[68],[12]. Dans ce modeéle, la force est appliquée sur les points de controéle
de la courbe B-Splines. 11 est aussi possible d’obtenir un algorithme itératif
convergent vers la position finale de la courbe.

B.2 Formulation par levelset

Les modéles précédents ont deux inconvénients majeurs. D’une part, la po-
sition de la courbe initiale doit étre proche du résultat final. D’autre part si
plusieurs objets sont présents dans 'image, il faut mettre en place autant de
courbes que d’objets recherchés et appliquer a chacun 'algorithme d’évolu-
tion (pas de changement topologiques possibles). Pour ces raisons, plusieurs
travaux se sont attachés a reformuler le probléme des contours déformables
et se sont dirigés vers des méthodes & base de levelsets.

B.2.1 La méthode des levelsets

Cette méthode a été introduite pour résoudre des équations du type Hamilton-
Jacobi

‘Z‘f +[H(¢))s =0 (B-4)
ol H est une fonction qui dépend des dérivées partielles de ¢. L’idée est alors
d’utiliser un schéma itératif pour résoudre cette équation.
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Ce type d’équation intervient notamment dans la problématique de ’évolu-
tion de courbes. En effet, soit une courbe C(p) régie par une équation du

type :

(90(‘5;;)715) — F(I{)N
C(p,0) = Co(p)

ol k représente la courbure et N la normale & la courbe.

Si I'on résout ce systéme par la méthode des différences finies, on exclut les
changements topologiques, sans compter la possibilité de voir apparaitre des
instabilités numériques dans certains cas. On utilise donc la méthode des
levelsets :

Soit (z,y,t) : R?2 x [0, T) — R la fonction dite levelset. On pose alors :

C(p.0) ={(z,y)/¢(x,y,0) = 0}
C(pvt) - {(a:,y)/go(x,y,t) - 0}

(B.6)

Ceci est équivalent & dire que C(p,t) = ¢~ 1(0). Concrétement & un instant

donné t, on a une surface definie par (z,y,z = @(z,y,t)) dans R3 avec
laquelle on prend 'intersection avec le plan z = 0 pour retrouver C(p,t) (Cf.
Fig.B.2).
Il faut maintenant remplacer C(p,t) par ¢(p,t) dans B.5, pour cela on écrit :
p(C(t),t) =0 (B.7)
Op 0C(t) Op
= STANT B.8
ac@) ot o (B-8)
or on a : o)
—=F B.9
1 = s (B9)
et P
¥
—— =V B.10
acm V¥ (B.10)
et I'on pose la notation :
dp
— = B.11
ot Pt ( )
ou N est le vecteur normal & la courbe mais aussi a la surface ¢
N =P (B.12)

[Vl
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v

Fic. B.2 — Principe de coupe d’une fonction levelset par le plan image.

Donc
Vo

2L
= ¢y = F(k)|Vy (B.14)

pr = —(Vo, F()N) = —F(r)(Ve, (B.13)

On obtient bien une équation de type Hamilton-Jacobi. L’évolution de la
courbe consiste donc & faire évoluer la surface ¢ et & en prendre son intersec-
tion avec le plan z = 0. En pratique, il n’est pas nécessaire de faire évoluer la
surface entiére, il suffit de s’intéresser au voisinage du plan de coupe. Divers
algorithmes ont été proposés afin de réaliser cette tache (Fast Marching, Nar-
row Band . ..); voir les références suivantes :[19],[42],[61],[59],[62],[60],[57],[69].

Pour utiliser cette méthode, il reste a formuler le probléme des contours actifs
sous forme d'une équation de Hamilton-Jacobi.

B.2.2 Reformulation des snakes

Nous prenons comme point de départ la formulation classique B.1 (on consi-
dére que le parametrage de la courbe est normalisé) :
2
- ”VI(C(P))”m) p

s - [ 1 (a<p> H%ﬁ@)
(B.15)

2
Or il est possible de montrer que le terme ’ %QTQ (p) HL2 correspond en fait & une

o2c |17

2
40| S

L

reparamétrisation de la courbe, il n’est donc pas utile au bon fonctionnement
du modéle. Nous partons donc de :
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oC
——(p)

E(C)_a/ol p

On peut méme généraliser ce modéle en considérant la fonction g(x) mono-
tone décroissante :

1
=5 [ IVICE)Edp (B16)

L

g:[0;+o0[— RT telle que : g(0) =1et lim g(x) =0 (B.17)

T—+00

et en posant 8 =1 — «, on obtient :

E(C’):a/o1

Minimiser cette fonctionnelle d’énergie est équivalent & minimiser :

oc |

1
5w dr=(1-a) /0 G(IVICH) ) dp  (B.18)

L2

L(C)
BO) = [ VIO l)ds (B.19)
! oC
- [savrcomns |5 | (B.20)

ot le terme g(||VI(C(p))| 2) correspond au terme d’attraction di & I'image,
le terme H %—g }LQ correspond au terme de régularité de la courbe et L(C) est

la longueur de la courbe.

En appliquant le principe d’Euler-Lagrange & B.20 on obtient ’équation aux
dérivées partielles :

oC
O = IV} — (V(VT|2) - AN (B.21)
ou K = div (%) (courbure euclidienne). Classiquement, on choisit :
1
9UIVI[g2) = ———=o- (B.22)
1+ V1|

ot q € {1;2} et T est I'image I filtrée par une gaussienne. Si Ion pose alors

F(r) = g([VIlL2)r = (Vg(I VI 2) - N) (B.23)

on obtient

= = F(RN (B.24)
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qui est bien une équation d’évolution de courbe identique & B.5. On peut donc
utiliser la méthode des levelsets pour résoudre cette EDP et le probléme (en
prenant la formulation des levelsets) devient alors identique & :

dp
% — F(n)IVe (8.25)

Il reste & prendre l'intersection avec le plan z = 0 & chaque itération pour
obtenir ’évolution de la courbe.

B.3 Contour Actif Statistique Polygonal (CASP)

LI’équipe de P.Réfrégier propose de prendre le point de vue de l'inférence
statistique pour reformuler le probléme des contours déformables. Dans les
pages qui suivent, nous nous contenterons (pour la commodité du lecteur)
de paraphraser P.Réfrégier at al. Les auteurs considérent le snake comme
étant un paramétre statistique 6 & estimer a partir de I'information mesurée
disponible x (I'image).

Pour cela, ils prennent en compte le modéle physique de formation de 'image ;
on a donc une fonction de vraisemblance : P(x | 6).

Le snake final est la solution optimale au sens du maximum de vraisemblance
(MV). On peut de plus rajouter de l'information a priori sur € (prior [[(6)),
la solution s’obtenant alors au sens du maximum a priori (MAP).

En pratique P(x | ) n’est pas toujours disponible, on essaie alors de construire
une vraisemblance P,(x | #) dont les parameétres p (paramétres de nuisance)
seront estimés par le biais de la théorie de I'information par MV ou MAP
en utilisant seulement . On pourra aussi estimer p par une approche Bayé-
sienne Marginale (BM) ou l'on considére les parameétres p comme des va-
riables aléatoires distribuées suivant une loi de probabilité; on intégre alors
sur toutes les valeurs possibles des paramétres de nuisance. Les approches
par MAP ou BM permettent d’inclure de 'information a priori sur u.

On considére le modeéle d’image suivant : soit une scéne s = {s; | i € [1,N]}
de N pixels, on fait 'hypothése quune scéne est composée de deux régions :
Iobjet & segmenter et le fond. La scéne s peut donc étre représentée par

S; = a;w; + bi(l — wi) (B.26)

ol W est un vecteur de dimension N, support de l'objet :

1 si s; € objet
w; = { Sl Eobe (B.27)
0 sinon
On obtient donc deux régions :
objet : Q, = {1 =1} composée de N, ixels
J a=1i|w } mp a(w)  pix (B.28)

fond : Q= {i| w; =0} composée de Ny(w) pixels
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Les vecteurs a et b sont constitués de variables aléatoires (de probabilités
pHae(a;) et ptv(b;)) représentant respectivement les niveaux de gris de 'objet
et du fond.

Les auteurs font alors ’hypothése du modele SIR (Statistically Independent
Region) qui consiste & prendre pte et p** indépendantes.

Le but de la segmentation est donc de trouver la forme binaire w. On voit
apparaitre deux cas :

1. On n’a pas d’information a priori sur w = MV.

2. On a de l'information a priori sur w = MAP ou BM.

B.3.1 DModéle

Soit Hy, 'hypothése qui consiste & attribuer une certaine forme & 'objet ; la
vraisemblance s’écrit alors :

Lls | Hw, pa, ] = P(Xa | pa) P(xo | i) (B.29)
ou
Xu | Nu H pliu z avec Xy = {Si | (&S Qu} (B'30)
1€Qy

Faisons 'hypothése que p*e¢ et pH* appartiennent & la famille exponentielle
(voir [23]) ; on peut donc ecrire :

Pxu | ) = 9(T(xu) | pu) H f(si) (B.31)
1€Qy
Lls | Hu, ptas i) = 9(T(xa) | #a)g(TOxs) | o) [] £(si) (B.32)
Sy

En prenant la log-vraisemblance on obtient

I(s | Hw) =InG(T(xa)) + I G(T(xp)) + > _In f(s5) (B.33)
i€Q

Rq : on a supposé ici que l'on avait le méme a priori pour g, et up.
D’autre part ) ;.o In f(s;) ne dépend pas de w, on ne s’en occupera plus

par la suite.
Maximiser B.33 revient donc & minimiser

J(s[w) ==InG(T(xa)) —InG(T(xp)) (B.34)
Il faut donc trouver w (et donc T'(x4) et T'(xp)) qui minimise J(s | w)

Rq : par abus de language J pourrait étre appelé énergie externe du snake.



156 ANNEXE B. SNAKE PROBABILISTE

B.3.2 Cas gaussien

On considére donc que

p(e) = e { o - ma) (B.35)

Les vecteurs des paramétres de nuisance sont donc

On obtient alors

I(s,w,mg,0q,Mp,0p) = —Ng(W)In(v2mo,) — —

(B.38)

1

202 Z (Si o ma)

a ZEQa

1

—Nb(W) ln(\/ 27T(Tb) — 272 Z (Si — mb)
b 1€Qy

Il faut maintenant commencer & estimer les paramétres de nuisance par MV,
donc en appliquant

al(S, W7 ma7 O-a7 mb? Ub)

=0 B.39
o (B.39)
Ol(s, W, mg,0q, Mp, Op)
= B.4
%o, 0 (B.40)
on obtient
1
T/I\?,a = Si (B.41)
Nw 2
1
My = S; (B.42)
Ny(w) Z;Qb
1
~92 ~ \2
oL = (8i —Maq) (B.43)
N 2
1
~92 ~ \2
oL = (Si — mb) (B44)
b Ny(w) Z;Qb
En utilisant ces résultats on obtient
N
l(Sa W, Mg, Oq, Mp, Ub) = _5 ln(zﬂ-)_?_Na(W) lﬂ[ag (W)]—Nb(W) ln[&?(w)]
(B.45)

Donc maximiser B.45 par rapport & w revient & minimiser

J(s,w) = No(w) In[62(w)] + Ny(w) In[62(w)] (B.46)
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B.3.3 Cas général pour la famille exponentielle

On peut montrer, en tenant un raisonnement similaire, que trouver une so-
lution au probléme dans le cas général de la famille exponentielle, revient &
minimiser

(s, W) = Na(w)H (6a) + Ny(W)H(8)) + K, (B.47)
avec
loi H(x) 0.,
Gaussien log(z) ﬁ(w) >icq, 51

~ {dy Tieau i}

Gamma log() ﬁ(w) 2icq, Si
Rayleigh log(z) ﬁ(w) Dica, 5
Bernouilli | zlog(z) + (1 — x)log(1l — x) ﬁ(w) D icq, Si

Poisson —x log(z) Nul(w) 2icq, Si

B.3.4 Algorithmes d’optimisation

L’équipe de Marseille a utilisé deux types d’algorithme :

— un algorithme déterministe.
— un algorithme stochastique.

Le premier fait tous les tests de déplacement de chaque noeud pour trouver
le minimum du critére, I'inconvénient majeur est le temps de calcul qui peut
devenir prohibitif. Le deuxiéme algorithme fait un tir aléatoire (uniformé-
ment) du neeud & traiter ainsi qu’un tir aléatoire du déplacement associé.
On améliore trés nettement la rapidité de la convergence mais on n’est pas
str d’obtenir le minimum global.

B.4 Snake probabiliste

La méthode précédente est trés bien adaptée a des images fortement brui-
tées ou dégradées de part le fait qu’elle utilise des mesures statistiques Dans
le cadre d’'une étude pour la DGA, nous avons été amenés a traiter des
images ayant une qualité médiocre ce qui nous a incité & conserver ce prin-
cipe de mesure statistique. Par ailleurs, le but était de pouvoir traiter une
grande quantité d’images ce qui imposa des contraintes de temps de calcul.
Enfin, nous souhaitions pouvoir disposer d'un modéle pouvant fonctionner
aussi bien avec des courbes fermées que ouvertes (ce qui n’est pas le cas du
modeéle CASP, celui-ci ne fonctionnant que dans le cadre de courbes fermées).
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Dans [41] nous nous proposons de reformuler le probléme dun snake statis-
tique mais dans un cadre plus général, c’est a dire qui tiendrait compte aussi
bien du cas «courbe fermée» que du cas «courbe ouvertey.

Posons les notations suivantes :

— C(s) le contour actif

— B un contour dans 'image

— p(C|B) la densité de probabilité que la position actuelle du contour actif
soit sur un contour dans l'image

— p(B|C) la densité de probabilité qu’un contour soit présent a la position
actuelle du snake

Alors en utilisant la régle de Bayes on a :

p(B|C)p(C)

reip) =2

(B.48)

ou p(B) représente la probabilité des contours dans I'image, quantité qui
n’est pas importante car constante dans notre probléme. La quantité p(C)
représente la probabilité du contour actif ; on peut voir cette quantité comme
la probabilité que le contour actif soit de telle ou telle forme (c’est grace a
cette quantité que 'on pourra notamment jouer sur le snake pour obtenir
une régularisation du contour actif).

Il faut maintenant définir la quantité p(B|C). Un exemple simple de choix
est venu d’une constatation simple : un contour dans une image est une zone
qui n’est pas homogéne, par conséquent la variance calculée sur une fenétre
de taille raisonnable aux alentours d’un contour doit nous donner une valeur
importante.

Nous construisons p(B|C') en considérant, noeud par nceud, une mesure de
variance sur une fenétre centrée sur le nceud courant (& une constante de
renormalisation prés). Ce qui revient a considérer que chaque noeud est in-
dépendant (du point de vue de Uinfluence de I'image sur le snake); cela
revient donc & écrire :

p(BIC)= ] »(NilI) (B.49)
1€[0...N—1]

ou p(N;|I) sera par exemple construite a partir des mesures de variance le
long de la normale a la courbe au nceud N; (voir la fig.B.3) car uniquement
le déplacement suivant la normale & la courbe est importante (la composante
tangentielle correspondant en fait & un reparamétrage de la courbe).

Concernant la régularisation du contour actif, on peut utiliser une formula-
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Fenétre 1r0 | A

|
l

L

o ag g 12 T sramamls uaing 175 T Sormamae g 15

(a) (b) ()

Fia. B.4 — Exemple de régularisation : (a) p(N;|I), (b) la fonction de pon-
dération, (c) p(V;|I) régularisée.

tion standard en inférence statistique :

1
P(w) = Aexp{—ﬁUm(W)} (B.50)
Nnceuds—1
avec  Ujp(w) = Z d? (B.51)
=0

ou l'on peut aussi jouer directement sur la construction de p(NV;|I) en uti-
lisant une fonction de pondération associée au critére de régularisation que
I’on souhaite mettre en place. La figure B.4 donne un exemple de régularisa-
tion de ce type dans le cas ou l'on souhaite privilégier les contours les plus
proches de la position initiale du nceud.

La fonction régularisante utilisée peut étre de la forme :

1

M) =T

(B.52)
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oll x représente l'abscisse le long de la normale de longueur 2L, x = 0
correspondant & la position initiale du nceud, r correspondant au paramétre
de régularisation.

Afin d’obtenir une meilleure convergence, on fait une premiére itération avec
un petit nombre de points pour le snake. On se fixe une longueur L conve-
nable pour que le contour actif s’accroche sur le contour désiré. Ensuite on
rééchantillonne la courbe ; on finit par une nouvelle étape de convergence avec
une longueur L plus restreinte afin d’obtenir un résultat ayant une bonne
résolution. Les figures B.5 et B.6 donnent les résultats obtenus dans les cas
de courbes aussi bien fermées que ouvertes.

Fia. B.5 - Snake statistique dans le cas fermé : initialisation (a), résultat

(b)

Ce modéle donne de trés bon résultats malgré sa simplicité. Il a par ailleurs
le tres gros avantage de nécessiter trés peu de calculs et par conséquent d’étre
tres rapide (quelques micro-secondes sur les expérimentations que nous avons
menées). Son inconvénient, le méme que pour tous les modeles utilisant des
courbes polygonales, est qu’il ne gére pas les changements topologiques (il
faudra autant de courbes que d’objets recherchés).
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F1G. B.6 — Snake statistique dans le cas ouvert : initialisation (a), résultat

(b)
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