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Introduction

Les progrès de l'informatique ces dernières décénnies et notamment la dispo-
nibilité d'une puissance de calcul de plus en plus accrue ont faire connaître
au traitement d'image un développement fulgurant. A ce jour, le traite-
ment d'image trouve des applications dans tous les domaines ; voici quelques
exemples courants (cette liste n'étant pas exhaustive) :

� le monde du multimédia : à �l'heure du numérique�, le grand public est
equipé d'appareils photo ou vidéo et souhaite disposer de logiciels per-
mettant de traiter toutes ces images (amélioration de la qualité, trans-
formation, extraction de certains objets,. . .). La télévision numérique fait
appel aussi à son lot de traitements spéci�ques notamment en compression
vidéo,. . .

� le monde industriel : le contrôle de qualité de pièces en sortie de chaîne de
production est un travail fastidieux. Des solutions analysant les formes pré-
sentes dans une prise de vue des pièces permettent d'automatiser ce type
de tâche. Le contrôle non destructif cherche à détecter des défauts à l'inté-
rieur de structures ou objets, l'analyse d'images de type radiographiques
permet d'obtenir des outils adaptés à cette problématique. L'industrie de
l'automobile ré�échit à incorporer des systèmes de vision nocturne pour
l'aide à la conduite,

� le monde médical : scanner, doppler, IRM, échographie, . . . autant de pro-
cédés d'acquisition d'images dont le but est l'aide au diagnostic du méde-
cin. Ces di�érents types d'imageurs nécessitent des traitements spéci�ques
pour permettre l'extraction d'information facilement interprétable,

� le monde de la Défense et de la sécurité : les applications dans ce do-
maine sont très nombreuses. Cette thèse s'étant déroulée dans ce contexte,
nous allons en décrire dans le détail les di�érentes problématiques, celles-ci
ayant très largement inspiré les travaux de recherche de cette thèse.

11
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Les problématiques du traitement d'image dans le domaine
militaire

Cette thèse a été réalisée dans le cadre du poste que j'occupe au sein de
la Délégation Générale pour l'Armement (DGA) et plus précisément au dé-
partement Géographie Imagerie Perception (GIP). L'une des missions de
ce département est de conduire les di�érentes études sur les systèmes de
perception potentiellement intéressants d'un point de vue militaire. Nous
pouvons voir deux branches parallèles, mais �nalement pas si éloignées l'une
de l'autre : d'une part les aspects capteurs optroniques et leurs traitements
associés, d'autre part les aspects traitements �automatiques� (détection de
cible, reconnaissance de formes. . .).

Aspects capteurs optroniques et traitements associés

Un vieux rêve des opérationnels était d'acquerir la possibilité de voir la nuit.
Ce fut chose faite avec l'apparition des capteurs de type intensi�cateurs de
lumière et des capteurs de type infrarouges1. Ces derniers permettent de
visualiser d'autres bandes spectrales complémentaires du domaine visible
(comme par exemple la di�usion de chaleur par les êtres vivants ou les mo-
teurs de véhicules), mais induisant par là même une nouvelle préhension des
scènes observées. Ce type de capteur possède aussi ses défauts spéci�ques
dont les deux principaux sont :

� la non-uniformité des capteurs : un capteur est constitué de plusieurs
pixels, ceux-ci n'ont pas tous exactement la même réponse (conversion
photons / niveau de gris dans l'image). Ce phénomène est très nettement
visible dans le domaine infrarouge, la �gure 1 en illustre le principe. La
bande de gauche correspond à un signal de type rampe. Si tous les pixels
avait la même réponse, alors une ligne horizontale dans cette rampe devrait
avoir les mêmes niveaux de gris dans l'image. Or on voit très clairement
que ce n'est pas le cas ; on observe ici la non-uniformité des réponses des
di�érents pixels du capteur. Ce phénomène se retrouve aussi dans la par-
tie de droite censée être totalement uniforme et sur laquelle on observe
une sorte de �texture�. Ce problème peut être génant dans la perception
des objets de la scène observée. Des traitements de correction des non-
uniformités sont nécessaires a�n de corriger ces défauts.

� l'égalisation des contrastes dans une image : la présence d'un objet très
chaud dans une scène vue en infrarouge va considérablement impacter la
dynamique de l'image. Ainsi des détails de la scène peuvent ne plus être

1les bandes infrarouges classiquement utilisées sont : le proche infrarouge (0.8µm −
2µm), la bande 2 (3µm− 5µm) et la bande 3 (8µm− 12µm)
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Fig. 1 � Non-uniformité des capteurs en imagerie infrarouge.

visibles malgré leur présence dans l'image. La �gure 2 illustre ce comporte-
ment. L'image en haut à gauche montre le résultat obtenu d'une égalisation
d'histogramme e�ectuée en tenant compte de la dynamique contenue dans
la zone 1. En haut à droite le même type de traitement en tenant compte
de la dynamique de la zone 2 et en bas à gauche en tenant compte de
la zone 3. En�n, l'image en bas à droite montre quant à elle le résultat
obtenu grâce à un traitement adapté se basant sur une information locale
de l'image. Les trois premiers cas ne permettent pas de voir l'ensemble
de l'information contenue dans l'image. Le traitement adaptatif donnant
l'image en bas à droite permet quant à lui d'obtenir pleinement l'ensemble
des informations contenues dans la scène visualisée. Les fantassins et le
véhicule blindé sont très clairement visibles mais aussi le pylône et les
câbles électriques qu'il est indispensable de faire apparaître à l'opérateur
humain si par exemple le système sert à la navigation de nuit d'un pilote
d'hélicoptère.

Un autre type d'imagerie maintenant classiquement utilisée dans le domaine
militaire est l'imagerie de type SAR2 permettant de faire apparaître d'autres
informations (comme certaines propriétés des matériaux des objets présents
dans la scène). Ce type d'image est généralement très bruité (voir un exemple
�gure 3), ce qui introduit la nécessité de pouvoir disposer d'algorithmes de
débruitage voire plus généralement de restauration d'image. Ce type d'image
peut aussi être utilisé pour faire de la reconstruction 3D et réclame donc des
algorithmes particuliers.

2Synthetic Aperture Radar (Radar à Ouverture Synthétique)
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Fig. 2 � Illustration de la problématique de l'égalisation de l'histogramme
(voir le texte pour les explications).

Fig. 3 � Exemple d'image SAR.

Plus récemment, de nouveaux types d'imageurs ont fait leur apparition.
Tout d'abord, les imageurs actifs qui utilisent un faisceau laser (qui peut être
dans di�érentes bandes spectrales) éclairant la scène et se ré�échissant sur
les objets pour être ensuite capté et former une image (voir le schéma �gure
4). Outre la possible présence de bruit dans les images suivant les conditions
d'acquisition, nous sommes confrontés à un autre problème qui est la dé-
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formation des objets. Ce phénomène est essentiellement dû aux turbulences
atmosphériques qui viennent modi�er le trajet du faisceau laser. Cette défor-
mation est génante si l'on souhaite faire de la reconnaissance d'objets (voir
la �gure 5). Ici aussi il est nécessaire de développer des algorithmes per-
mettant de corriger l'in�uence de ces turbulences. Pour cela, des modèles de
propagation du faisceau laser en atmosphère turbulente sont actuellement
à l'étude. Ils devraient permettre de comprendre le phénomène intervenant
dans la formation de l'image et ainsi nous guider dans le développement de
méthodes de restauration d'image spéci�ques. On notera que cette problé-
matique de l'e�et des turbulences se retrouve aussi en imagerie passive et
fait actuellement l'objet d'une thèse au sein du département (je remercie
Magalie Lemaitre [49] de m'avoir fourni les images de la �gure 6 présentant
un exemple d'image déformée en infrarouge ainsi qu'une version restaurée
obtenue par une méthode de �ltrage adaptatif)

Fig. 4 � Schéma de principe de l'imagerie active.

D'autres types de systèmes optroniques actuellement en plein essor sont les
systèmes multispectraux ou hyperspectraux. Ce type d'imageur fournit une
visualisation d'une même scène dans N bandes spectrales di�érentes. La
�gure 7 donne un exemple d'images obtenues grâce à ce type d'imageur.

Chaque matériau a une réponse di�érente suivant la bande spectrale dans
laquelle il est observé. Cette décomposition d'une même scène en N bandes
spectrales distinctes doit permettre de réaliser une classi�cation des maté-
riaux présents dans la scène en vue de faire de la reconnaissance et de l'identi-
�cation d'objets. Des travaux sont actuellement en cours tout d'abord dans le
but d'identi�er les bandes spectrales réellements intéressantes. Par ailleurs, il
est aussi nécessaire d'étudier les di�érentes méthodes de classi�cation exis-
tantes a�n de trouver la mieux adaptée à ce type de données. Une autre
application pouvant être envisagée serait de fusionner ces di�érentes infor-
mations en une seule et même image contenant un maximum d'informations



16

Fig. 5 � Exemple d'image acquise en imagerie active laser.

sur la scène et pouvant être visuellement compréhensible par un opérateur
humain.

Traitements automatiques

Nous venons de faire une première allusion, ci-dessus, à la notion de trai-
tement automatique en parlant de méthodes de classi�cation dans le cadre
de l'imagerie multispectrale. Le besoin de traitements automatiques ou semi-
automatique est de plus en plus prépondérant. Un opérateur humain a main-
tenant à sa disposition plusieurs systèmes. Or il ne peut pas analyser d'une
manière optimale l'ensemble des informations lui parvenant et ceci d'au-
tant plus si il est dans une situation de stress (en situation de combat par
exemple). D'autre part, les sytèmes actuels permettent d'obtenir des infor-
mations, parfois de natures très di�érentes, en grande quantité, ce qui amène
à se poser la question de savoir comment interpréter ces données proposant
chacune une perception spéci�que de la même scène. Par ailleurs, les temps
de traitement pouvant être longs et fastidieux pour un opérateur humain, il
est alors intéressant de disposer de traitements automatiques a�n d'exploiter
ces données.

Concernant les problématiques intéressant la Défense, les besoins concernent
majoritairement les notions de Détection, Reconnaissance et Identi�cation
(DRI). Examinons cette chaîne dans l'ordre :

� Détection : les di�érents types d'imageurs fournissent chacun leur vision
d'une scène. La première chose est de détecter les cibles3. Si quelques types

3On appelera cible tout ce qui ne concerne pas les éléments naturels d'une scène :
véhicules, personnes, objets manufacturés,. . .
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Fig. 6 � Exemple de turbulences en imagerie infrarouge (l'image dégradée à
gauche et sa version restaurée à droite).

d'imageurs permettent assez aisément la détection de certaines cibles (en
imagerie thermique, un véhicule ayant des parties chaudes générera des
�points chauds� qu'il est souvent possible de détecter à l'aide de tech-
niques de seuillage par exemple), d'autres ne sont pas aussi catégoriques.
Par ailleurs les méthodes de camou�age font tous les jours des progrès,
ce qui rend la tâche plus di�cile. Prenons l'exemple de la �gure 8 conte-
nant quatre cibles qui, si certaines sont détectables assez facilement à l'÷il,
d'autres le sont nettement moins (à la �n de cette introduction la �gure
10 donne la position des cibles). Ici nous sommes confrontés à une analyse
du contenu de l'image et en particulier à l'analyse de texture dans ce cas
(et ce sera très souvent le cas d'une manière générale sur ce type de pro-
blématique). Même si la littérature regorge d'articles abordant l'analyse
ou la classi�cation des textures dans une image, le fait est que la plupart
d'entres eux le font sur des images de test créées par leurs auteurs ou étant
à la disposition de la communauté. Malheurement la plupart de ces algo-
rithmes voient leur taux de réussite chuter si on les utilise sur des images
de scènes réelles contenant des textures de nature assez proches les unes
des autres.

� Reconnaissance : le but ici est de pouvoir dire si la cible précédemment
détectée est une jeep, un véhicule type blindé à roues, type blindé à che-
nilles, un fantassin, . . . Les algorithmes visés ici sont des algorithmes de
reconnaissance des formes. La première étape de ce type d'algorithme est
généralement une étape de segmentation de la cible a�n d'en extraire les
contours. Ensuite la forme de la cible doit être �reconnue� ; cela sous-
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Fig. 7 � Résultats obtenus en imagerie multispectrale.

entend généralement qu'une base de donnée de formes admissibles est dis-
ponible et que des algorithmes de comparaison de formes vont retenir celle
la plus probable correspondant à la cible détectée. La �gure 9 donne un
exemple de segmentation obtenue en imagerie infrarouge à l'aide d'un mo-
dèle de contour actif statistique [41] que nous avons proposé et dont nous
rappelons le principe en annexe B.

� Identi�cation : le but �nal est de pouvoir connaître le "modèle" de la cible.
La première information primordiale est de savoir si la cible est amie ou en-
nemie. Ensuite vient la nécessité de caractériser la cible (comme identi�er
le modèle de char par exemple) a�n de pouvoir choisir la méthode adéquate
pour éventuellement la neutraliser. Cette problématique de l'identi�cation
est souvent basée sur la notion de signature. Ceci sous-entend que l'on
doit être capable d'extraire certaines primitives et de pouvoir ensuite les
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Fig. 8 � Exemple de scène en imagerie visible contenant des cibles.

comparer à celles contenues dans une base de données a�n d'obtenir le
résultat souhaité.

Les besoins mentionnés ci-avant se basent sur des scènes ou des séquences
d'images d'une scène �xe. Le besoin de faire du suivi de cible en mouvement
est aussi indispensable. Ce type de problème impose de s'intéresser à des
algorithmes de détection de mouvement et aussi de suivi de changement de
forme des cibles. Par exemple, dans une application de vidéo surveillance,
on s'intéresse au comportement d'une personne a�n de savoir si elle a une
attitude menaçante ou non. Des algorithmes du type modèles déformables
(ou snake) semblent très prometteur pour réaliser ce type de tâche car ces
�objets� peuvent se mouvoir et se déformer au gré du comportement de la
cible dans la séquence d'images.

Certaines autres problématiques attenantes ou complémentaires ont fait ou
font leur apparition. Nous n'en citerons que quelques unes : reconnaissance
de caractères (pour l'identi�cation de plaque d'immatriculation, recherche
de mots-clés dans des documents écrits. . .), la détection et reconnaissance de
visages (pour l'identi�cation de personnes), le recalage d'images, le comptage
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Fig. 9 � Extraction de la forme d'un char en imagerie infrarouge par contour
actif statistique.

d'individus dans une foule,. . .

Un autre domaine utilisant la vision par ordinateur est la robotique. Un ro-
bot a besoin de percevoir son environnement d'une part pour se déplacer
sans risque, d'autre part en vue d'explorer un lieu inconnu. Outre des cap-
teurs du type télémètre (à ultrasons ou laser), les robots sont aujourd'hui
traditionnellement équipés de caméras. Il est donc nécessaire de disposer
d'algorithmes capables d'apprécier le contenu sémantique d'une scène.

Un autre aspect étudié au département GIP est la problématique de l'évalua-
tion des algorithmes de traitement d'images. En e�et l'une des missions du
département au sein de la DGA est d'évaluer les performances de systèmes.
La dé�nition de métriques adaptées est nécessaire et doit être représentative
des objectifs traités par les algorithmes. Nous abordons cette notion d'éva-
luation au cours de cette thèse pour comparer les di�érents algorithmes mis
en jeu.

Objectifs de cette thèse

Comme nous l'avons vu dans la section précédente, la diversité des problèmes
abordés pour des besoins de Défense sont nombreux et touchent toutes les
branches de la recherche en matière de traitement des images. Même si cer-
tains outils mathématiques sont utilisés abondamment dans di�érentes pro-
blématiques, il n'existe pas de modèle visant à représenter d'un point de vue
mathématique une image. Pourtant l'idée de posséder un modèle �générique�
semble séduisante, car des algorithmes spéci�ques pourraient sûrement être
développés pour essayer de résoudre de manière adaptée di�érents types de
problèmes.
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De récents travaux en analyse fonctionnelle permettent de mettre en place
un certain nombre d'outils en vue de créer un modèle d'image. L'idée de
base est de décomposer l'image f en deux composantes : l'une (notée u)
comprenant les structures de l'image et l'autre (notée v) les textures sous
l'hypothèse f = u+v. Dans cette thèse, nous nous intéressons à cette notion
de décomposition et étendons cette modélisation au cas trois composantes
en rajoutant la notion de bruit dans le modèle (en e�et des images issues
directement d'un capteur sont naturellement bruitées, cette composante doit
donc être traitée dans cette modélisation).

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats d'analyse multi-
résolution par ondelettes et leurs extensions comme les ridgelets, les curvelets
et les contourlets (permettant de tenir compte de la géométrie présente dans
les images) dans le but de faire du débruitage. Le choix de ce type d'outils
s'est fait naturellement ; en e�et, plus on diminue la résolution d'une image
et plus la présence du bruit sera faible. Nous rappelons les propriétés d'ap-
proximation de ce type de fonctions ainsi que les dé�nitions des espaces de
Besov et des espaces de ridgelets. Nous proposons une dé�nition des espaces
de contourlets et de la norme associée. Pour chacun de ses outils, les résultats
de débruitage par seuillage des coe�cients sont rappelés et une comparaison
en terme de théorie de l'approximation sera donnée. L'algorithme de Rudin-
Osher-Fatemi basé sur la variation totale est aussi utilisé pour e�ectuer du
débruitage. En�n, nous introduisons une méthode utilisant la fonction d'au-
tocorrélation pour nous permettre de juger de la �qualité� du bruit extrait.
Cette méthode nous permettra de comparer les di�érents algorithmes entre
eux en prenant un point de vue de décomposition et non seulement de dé-
bruitage.

Dans le deuxième chapitre, nous abordons plus directement la notion de dé-
composition et la modélisation des textures. L'algorithme de Rudin, Osher
et Fatemi (ROF) rappelé dans le premier chapitre est le point de départ de
la modélisation des textures par des fonctions oscillantes proposée par Yves
Meyer [54]. Les propriétés et la mise en ÷uvre de cette nouvelle modélisa-
tion sont examinées notamment grâce à deux algorithmes : l'algorithme de
Osher-Vese basé sur un système d'équations aux dérivées partielles couplées
et l'algorithme de Jean-François Aujol quant à lui basé sur une méthode
de projection non-linéaire. Le dernier modèle présenté est celui récemment
proposé par Ali Haddad dans ses travaux de thèse [43]. Des espaces de Be-
sov bien choisis sont utilisés pour modéliser les di�érentes composantes de
l'image. Nous terminons ce chapitre en évaluant les performances des di�é-
rents algorithmes de décomposition en l'erreur commise sur les composantes
objets et textures lors de la décomposition appliquée sur une image synthé-
tisé par nos soins (nous générons séparément une composante objet et une
autre texture que nous assemblons au �nal).
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Le troisième chapitre étudie le cas des images bruitées. Pour cela nous in-
troduisons un nouvel algorithme permettant de décomposer une image f en
trois parties : structures (notée u), textures (notée v) et bruit (notée w) sous
l'hypothèse f = u+v+w. Pour cela, nous nous appuyons sur les résultats des
chapitres précédents et y ajoutons l'idée de régularisation adaptative utilisée
par Gilboa [39] pour débruiter des images texturées dans le cadre de l'algo-
rithme ROF. Ce principe nous permet de jouer sur la norme dans l'espace
des textures et ainsi séparer textures et bruit. En marge de ce travail, Aujol
et Chambolle ont, eux aussi, proposé un algorithme permettant d'obtenir
une décomposition en trois parties. Ils se basent sur une modélisation utili-
sant l'espace de Besov Ḃ∞−1,∞ pour la composante bruit. Nous comparons les
résultats en sortie des deux algorithmes et examinons une possible fusion des
deux modélisations. En�n, nous nous intéressons à l'utilisation des espaces
de contourlets en lieu et place des espaces de Besov a�n d'étudier l'apport
de la prise en compte de l'information géométrique présente dans l'image.
Toujours dans un souci d'évaluation des algorithmes et en suivant la même
démarche qu'au deuxième chapitre, nous proposons une mesure des perfor-
mances de ces di�érents algorithmes et concluons sur leurs capacités.

Le dernier chapitre, s'intéresse au côté applicatif de ces méthodes de dé-
composition d'image. Ces techniques étant relativement récentes, très peu
d'applications ont été proposées à l'heure actuelle. Nous commençons par
examiner le débruitage dans le cas d'un bruit de type multiplicatif en ef-
fectuant des tests sur des images de type SAR ou issues d'un imageur actif
laser. Ensuite nous étudions une application de détection d'alignements. Pour
cela, nous utiliserons une propriété particulière de la décomposition d'image
(dont nous fournirons une preuve mathématique) qui servira de prétraite-
ment à une phase de détection. Cette détection se fait en deux étapes. La
première, �grossière�, s'obtient en appliquant l'algorithme de détection d'ali-
gnements par évènements ε−signi�catifs. Une deuxième étape dans laquelle
les segments détectés sont transformés en contours actifs ce qui nous per-
mettra d'obtenir une forme plus précise. Des tests seront e�ectués sur des
images obtenues à partir d'un capteur aérien, les réseaux routiers pouvant
être vus comme un réseau d'alignements.

Compte-tenu du regain d'intérêt pour ce type de technique à base de va-
riation totale par rapport d'autres techniques plus classiques de traitement
des textures, nous conclurons sur cette notion de modèle pour les images et
nous donnerons quelques perspectives aussi bien d'un point de vue théorique
que d'un point de vue applicatif. En e�et, outre certaines questions sur la
modélisation elle-même apparaîssant naturellement, cette nouvelle �vision�
de l'image fait germer un certain nombre d'idées quant aux applications pos-
sibles et ouvre des voies de recherche intéressantes pour le futur.
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Fig. 10 � Position des cibles dans la scène de l'image 8.
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Chapitre 1

Le bruit

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la composante bruit dans les
images. De nombreux algorithmes de débruitage existent dans la littérature
utilisant des techniques di�érentes : �ltrage passe-bas, �ltrage de Wiener, �l-
trage anisotropique, variation totale, seuillage dans l'espace des coe�cients
d'ondelette, ... Dans ces articles, les auteurs s'intéressent généralement à la
qualité de l'image débruitée et oublient le bruit extrait. Dans cette thèse,
nous faisons le choix de voir le bruit comme étant une composante à part
entière de l'image originale. On est donc en droit de se demander quel algo-
rithme extrait un bruit de meilleure qualité ? Nous entendons par là, quelle
composante de bruit contiendra un résidu de l'image originale minimum et
aura des caractéristiques les plus proches du bruit original ?

Dans cette thèse, notre attention s'est portée sur deux types de techniques :
l'approche multirésolution et l'utilisation de la variation totale. Nous avons
choisi de travailler avec des outils d'analyse multirésolution parce que il est
naturel de constater que le fait de regarder une image à di�érentes résolutions
in�ue sur la notion de bruit. En e�et, le bruit peut être vu comme des
détails dans l'image ; aussi en utilisant les coe�cients d'une décomposition
multirésolution il est possible de traiter le bruit par des méthodes de seuillage
des coe�cients.

Ce chapitre se propose tout d'abord de rappeler les dé�nitions ainsi que les
propriétés des ondelettes. Nous examinerons les nouveaux outils d'analyse
multirésolution que sont les ridgelets, les curvelets (initialement proposées
par E.Candès et D.Donoho [15, 16, 37, 17, 18]) et les contourlets (dé�nies
par M.N.Do et M.Vetterli [33, 64, 35, 30, 32, 31, 29] directement dans le
cadre discret). Ces nouvelles techniques cherchent à améliorer le pouvoir
d'approximation des ondelettes en incorporant une notion de �directionalité�
ce qui leur permet de mieux tenir compte de la géométrie présente dans
l'image (voir la �gure 1.1).
Une facette intéressante pour notre démarche de modélisation est l'existence
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d'espaces fonctionnels associés aux ondelettes (espaces de Besov Bs
pq) Nous

verrons que les espace de ridgelets ont été dé�nis par E.Candès et nous
proposons de la même manière de dé�nir les espaces de contourlets, notés
CT spq, et leur norme associée.

Nous exposerons ensuite l'algorithme de Rudin, Osher et Fatemi [67] basé
sur la variation totale. Nous verrons dans le chapitre 2 que cet algorithme
a été le point de départ de la modélisation des textures proposée par Y.Meyer.

Nous terminerons ce chapitre en tentant de répondre à la question de la
qualité du bruit extrait. Pour cela, nous proposons une méthode basée sur la
fontion d'autocorrélation permettant de mesurer la quantité de résidu dans
le bruit. Nous donnons alors une comparaison des di�érentes méthodes de
débruitage en prenant ce point de vue.

Fig. 1.1 � Fonctions d'approximation dans le cas des ondelettes (a) et dans
le cas des curvelets (b).

1.1 Les ondelettes

Nous commençons par rappeler les notations et propriétés de l'analyse en
ondelettes. La décomposition d'un signal en ondelette est apparue à la �n
des années 80 [52, 44, 77]. Les grands acteurs de la formalisation de la théo-
rie des ondelettes sont Y.Meyer, S.Mallat, I.Daubechies, A.Cohen (cette liste
n'étant pas exhaustive).

Dans la suite, nous raisonnons sur des signaux 1D mais l'extension aux cas N-
D se fait très naturellement par séparabilité de la transformée. L'analyse en
ondelette permet de pallier certains �défauts� de l'analyse de Fourier. En ef-
fet, celle-ci donne la décomposition d'un signal sur une base de sinus-cosinus,
ce qui permet d'obtenir une analyse très bien localisée en fréquence mais pas
en temps (les fonctions sinus et cosinus n'étant pas des fonctions localisées).
Prenons l'exemple d'un phénomène transitoire. Celui-ci sera décomposé sur
l'ensemble du domaine fréquentiel alors que l'information contenue dans ce
signal n'intervient qu'à un moment donné (très localisé dans le domaine tem-
porel). Nous voyons facilement, ici, la nécessité d'avoir une représentation qui
soit correctement localisée aussi bien en temps qu'en fréquence. La transfor-
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mée de Fourier à fenêtre est apparue comme une première réponse à ce pro-
blème car elle permet d'obtenir un pavage du domaine temps-fréquence (un
pavé étant aussi appelé un atome temps-fréquence). Toutefois, cette transfor-
mée n'est pas complètement satisfaisante car elle n'autorise pas un pavage du
domaine fréquentiel par des atomes de taille variable. Or dans le cas où l'on
souhaite étudier des phénomènes transitoires ayant des durées di�érentes, il
est nécessaire d'avoir des atomes qui soient de taille variable. La transfor-
mée en ondelette permet d'obtenir ce type de pavage ; nous en rappelons les
principales propriétés.

1.1.1 Cas continu

La transformée en ondelette permet de décomposer un signal sur une famille
d'ondelettes translatées et dilatées. Une ondelette est une fonction ψ ∈ L2(R)
devant répondre à certains critères :∫

R
ψ(t)dt = 0 moyenne nulle (1.1)

‖ψ‖2 = 1 normalisation (1.2)

et ψ doit être centrée autour de 0. Une famille d'atomes étant obtenue par
dilatation (d'un coe�cient a) et translation (d'un coe�cient b) de l'ondelette
ψ

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b

a

)
(1.3)

Alors la transformée en ondelette d'une fonction f ∈ L2(R) au temps b et à
l'échelle a est donnée par

WT f (a, b) = 〈f, ψa,b〉 =
∫

R
f(t)

1√
a
ψ∗
(
t− b

a

)
dt (1.4)

On peut remarquer que la transformée en ondelette peut s'écrire comme un
produit de convolution

WT f (a, b) = f ? ψ̄a(b) où ψ̄a(b) =
1√
a
ψ∗
(
−t
a

)
(1.5)

Le théorême suivant donne les conditions permettant de reconstruire la fonc-
tion f à partir de sa transformée en ondelette.

Théorème 1.1.1 Soit ψ ∈ L2(R) une ondelette réelle véri�ant la condition
d'admissibilité suivante

Cψ =
∫ +∞

0

|ψ̂(ξ)|2

ξ
dξ < +∞ (1.6)
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où ψ̂ représente la transformée de Fourier de ψ. Toute fonction f ∈ L2(R)
véri�e alors

f(t) =
1
Cψ

∫ +∞

0

∫
R
WT f (a, b)

1√
a
ψ

(
t− b

a

)
db
da

a2
(1.7)

et ∫
R
|f(t)|2dt =

1
Cψ

∫ +∞

0

∫
R
|WT f (a, b)|db

da

a2
(1.8)

Une preuve est donnée dans [52].

De nombreux articles sont disponibles dans la littérature concernant le choix
de l'ondelette mère ψ. Suivant les applications visées, on cherchera à imposer
certaines contraintes à l'ondelette (régularité, taille du support, nombre de
moments nuls,...).

1.1.2 Cas discret

En pratique, nous disposons de signaux numériques composés de N échan-
tillons notés f [n]. Soit une ondelette continue ψ(t) ayant pour support [−K/2,
K/2] alors l'ondelette discrète dilatée par 2j est dé�nie par

ψjn[k] =
1√
2j
ψ[2−jk − n] (1.9)

La transformée en ondelette discrète s'écrit

WT f [n, j] =
∑
m

f [m]ψ∗jn[m] = 〈f, ψjn〉 (1.10)

et la formule de reconstruction n'est vraie que si ψ véri�e quelques propriétés
supplémentaires [52]. On a alors

f [m] =
+∞∑
j=0

∑
n

WT f [n, j]ψjn[n] (1.11)

On voit sur ces relations que l'implémentation numérique de la transformée
en ondelette et de sa transformée inverse peut se faire grâce à la mise en
place de bancs de �ltres dé�nis à partir de ψ.

1.1.3 Analyse multirésolution

On dé�nit une analyse multirésolution de la manière suivante [52] : soit une
suite {Vj}j∈Z de sous-espaces fermés de L2(R). On dira que cette suite est
une approximation multirésolution si elle véri�e les six propriétés suivantes :
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∀(j, k) ∈ Z2 , f(t) ∈ Vj ⇔ f(t− 2jk) ∈ Vj , (1.12)

∀j ∈ Z , Vj+1 ⊂ Vj , (1.13)

∀j ∈ Z , f(t) ∈ Vj ⇔ f

(
t

2

)
∈ Vj+1, (1.14)

lim
j→+∞

Vj =
+∞⋂
j=−∞

Vj = {0}, (1.15)

lim
j→−∞

Vj =
+∞⋃
j=−∞

Vj = L2(R) (1.16)

et il existe une fonction θ telle que {θ(t−n)}n∈Z soit une base de Riesz de V0.

Soit une fonction ϕ (appelée fonction d'échelle) et dé�nie par :

ϕ̂(ω) =
θ̂(ω)(∑+∞

k=−∞ |θ̂(ω + 2kπ)|2
)1/2

(1.17)

Alors la famille {ϕjn}n∈Z dé�nie par

ϕjn(t) =
1√
2j
ϕ

(
t− n

2j

)
(1.18)

forme une base orthonormée de Vj . Si l'on dé�nit Wj = Vj 	Vj+1, la famille
d'ondelettes {ψjn}n∈Z associée à cette fonction d'échelle (voir [44, 52, 77]
pour la construction de telles fonctions) est une base orthonormée de Wj .
Donc toute fonction f ∈ L2(R) peut se décomposer sous la forme

f(t) =
∑
n

αnϕ0n(t) +
+∞∑
j=0

∑
n

βjnψjn(t) (1.19)

où les coe�cients βjn = 〈f, ψjn〉 sont les coe�cients de la transformée en
ondelette et αn = 〈f, ϕ0n〉 sont les coe�cients de la projection sur le sous-
espace V0. En d'autres termes, on a

(1.19)⇐⇒ f ∈ V0 ⊕
∞⊕
j=0

Wj (1.20)



30 CHAPITRE 1. LE BRUIT

1.1.4 Espaces de Besov

Les espaces de Besov Bs
p,q sont des espaces adaptés aux ondelettes (0 < s <

∞, 0 < p 6 ∞ et 0 < q 6 ∞). Les fonctions dans Bs
p,q ont s dérivées dans

Lp, q permettant de jouer plus �nement sur la régularité des fonctions. Si l'on
considère que l'on utilise des ondelettes possédant au moins s+ 1 moments
nuls et de régularité au moins Cs+1 alors en dimension d, la norme sur Bs

p,q

est dé�nie par

∀f ∈ Bs
p,q ‖f‖Bs

p,q
=

[∑
n

|αn|p
]1/p

+


+∞∑
j=0

2j
“

d
2
− 1

p
+s

”
q

[∑
n

2j
p
2 |βjn|p

]q/p
1/q

(1.21)

Les coe�cients αn et βjn sont les coe�cients de la décomposition en ondelette
exprimés en 1.19.

D'autre part, la version homogénéisée de ces espaces est dé�nie par des condi-
tions analogues à 1.21 où l'on somme cette fois de j = −∞ à j = +∞ (le
premier terme disparaissant). Il par ailleurs possible de démontrer que le
dual de Ḃ1

1,1 est l'espace Ḃ∞−1,∞.

1.1.5 Pouvoir d'approximation

La théorie de l'approximation étudie le taux d'erreur résultant entre une
fonction et son approximée. Dans notre cas, nous considérerons une méthode
d'approximation non-linéaire qui consiste à ne garder que les M plus grands
coe�cients de la transformée en ondelette (nous garderons cette hypothèse
de travail dans le cas des transformées ridgelets, curvelets et contourlets
vues dans la suite de ce chapitre). Le résultat suivant donne le taux d'erreur
après reconstruction dans le cadre de l'utilisation des ondelettes.

Proposition 1.1.2 Soit f̃waveletM la fonction reconstruite à partir desM plus
grands coe�cients de la décomposition en ondelette de f (on supposera que
ces coe�cients appartiennent à l1 faible) alors il existe une constanteM telle
que l'erreur d'approximation soit donnée par

‖f − f̃waveletM ‖2L2 6 CM−1 (1.22)

Cette proposition montre que plus le nombre M de coe�cients gardés est
grand et plus l'erreur d'approximation est faible.
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1.2 La transformée ridgelet

1.2.1 Dé�nition

L'extension au cas des images (2D) des ondelettes ne fait qu'utiliser le prin-
cipe de séparabilité avec une même ondelette 1D en �ltrant horizontalement
puis verticalement. L'analyse de l'image se fait alors suivant trois directions
principales (horizontale, verticale et oblique). Le contenu d'une image ne se
limitant pas seulement à ces trois directions, il est aisé de comprendre le
besoin de disposer d'outils gardant les avantages de l'analyse multirésolu-
tion proposés par les ondelettes et incorporant la notion de directionalité de
manière plus �ne. E.Candès a proposé dans [15] une nouvelle transformée
plus générale prenant en compte ces besoins : la transformée ridgelet . Les
fonctions ridgelet ψa,b,θ sont dé�nies de la même manière que les ondelettes
mais en ajoutant la notion d'orientation (contrôlée par le paramètre θ)

ψa,b,θ : R2 −→ R2 (1.23)

ψa,b,θ =
1√
a
ψ

(
x1 cos θ + x2 sin θ − b

a

)
(1.24)

Donc ψa,b,θ est constant suivant les lignes x1 cos θ+x2 sin θ = cste et est une
ondelette ψ dans le sens transverse de ces lignes.

Dé�nition 1.2.1 La condition d'admissibilité pour une ridgelette est :

Kψ =
∫ ∣∣∣ψ̂(ξ)

∣∣∣2
|ξ|2

dξ <∞ (1.25)

et elle entraîne
∫
ψ(t)dt = 0.

Par ailleurs, on supposera ψ normalisée

⇒
∫ ∣∣∣ψ̂(ξ)

∣∣∣2
|ξ|2

dξ = 1 (1.26)

Sous ces hypothèses, E.Candès dé�nit la transformée ridgelet d'une fonction
f de la manière suivante

Dé�nition 1.2.2 Soit une fonction f(x1, x2). Les coe�cients de sa transfor-
mée ridgelet sont donnés par

Rf (a, b, θ) =
∫
ψ∗a,b,θ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2 =< f, ψa,b,θ > (1.27)

La formule de reconstruction est donnée par

f(x1, x2) =
∫ 2π

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0
Rf (a, b, θ)ψa,b,θ(x)

da

a3
db
dθ

4π
(1.28)
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D'autre part, la relation de Parseval est véri�ée :

Proposition 1.2.3 Si f ∈ L1 ∩ L2(R2) et si ψ est admissible alors

‖f‖22 = cψ

∫
|〈f, ψa,b,θ〉|2

da

a3
db
dθ

4π
(1.29)

où cψ = (4π)−1K−1
ψ

La preuve de cette proposition est donnée dans [15].

1.2.2 Transformée ridgelet et transformée de Radon

Nous commençons par rappeller la dé�nition de la transformée de Radon.

Dé�nition 1.2.4 Transformée de Radon. Soit une fonction f(x1, x2). Pour
(θ, t) ∈ [0, 2π)× R, la transformée de Radon de f est donnée par

Rf (θ, t) =
∫

R2

f(x1, x2)δ(x1 cos θ + x2 sin θ − t)dx1dx2 (1.30)

La transformée ridgelet peut s'exprimer à partir de la transformée de Radon.
Pour cela il su�t de remplacer l'expression de ψa,b,θ dans (1.27). On obtient
alors

Rf (a, b, θ) =
∫
Rf (θ, t)

1√
a
ψ

(
t− b

a

)
dt (1.31)

autrement dit, la transformée ridgelet est obtenue par une transformée en
ondelette 1D des lignes (θ = cste) de la transformée de Radon de l'image.

L'une des méthodes pour calculer la transformée de Radon est d'utiliser le
théorème de projection des coupes : on calcule la transformée de Fourier
2D de l'image, on transforme cette image sur une grille cartésienne en une
image en coordonnées polaires (droites passant par les fréquences nulles avec
di�érentes orientations) puis on applique une transformée de Fourier inverse
1D sur chacune des lignes (pour θ = cste). Il ne reste ensuite qu'à ajouter
une transformée en ondelette 1D suivant ces mêmes lignes pour obtenir la
transformée ridgelet (voir �g.1.2).

1.2.3 Espace de ridgelet- Rs
p,q

A l'image des espaces de Besov, E.Candès [15] dé�nit des espaces de fonctions
adaptés aux ridgelets. La dé�nition est la suivante (note : Ave

u
H(u, .)) signi�e

que l'on calcul la moyenne de H(u, .) par rapport à la variable u sur le cercle
unité)
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Fig. 1.2 � Construction de la transformée ridgelet par le théorème de pro-
jection des coupes.

Dé�nition 1.2.5 Pour s > 0 et p, q > 0, on dira que f ∈ Rsp,q si f ∈ L1 et

Ave
u
‖Rf (u, .) ? ϕ‖Lp <∞

et

{
2js2j(d−1)/2

(
Ave
u
‖Rf (u, .) ? ψj‖pLp

)1/p
}
∈ lq(N) (1.32)

où Rf (u, t) =
∫
u.x=t f(x)dx la transformée de Radon de f (u = (cos θ; sin θ))

et ϕ est la fonction d'échelle associée à ψ.

On dé�nit alors

‖f‖Rs
p,q

= Ave
u
‖Rf (u, .) ? ϕ‖Lp

+

∑
j>0

(
2js2j(d−1)/2

(
Aveu‖Rf (u, .) ? ψj‖pLp

)1/p)q
1/q

(1.33)

et sa version homogène Ṙsp,q

‖f‖Ṙs
p,q

=

∑
j∈Z

(
2js2j(d−1)/2

(
Aveu‖Rf (u, .) ? ψj‖pLp

)1/p)q
1/q

(1.34)

Comme dans le cas des espaces de Besov caractérisés par les coe�cients d'on-
delette, la norme sur cet espace Rsp,q peut se calculer à partir des coe�cients
de la décomposition ridgelet . Pour cela, posons wj(u, b)(f) = 〈f(x), ψj(u.x−
b)〉 pour j > 0 et v(u, b)(f) = 〈f(x), ϕ(u.x− b)〉 les coe�cients de la décom-
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position ridgelet , alors

‖f‖Rs
p,q

=
(∫

|v(u, b)(f)|pdudb
)1/p

+

∑
j>0

(
2js2j(d−1)/2

(∫
|wj(u, b)(f)|pdudb

)1/p
)q

1/q

(1.35)

1.2.4 Remarques - Extensions

Analyse globale vs analyse locale

Nous pouvons remarquer que la transformée ridgelet proposée en (1.27) au-
torise une analyse uniquement le long de droites traversant complètement
l'image. Cela signi�e que l'on e�ectue une analyse globale de l'image et non
locale ce qui est génant pour analyser des contours plutôt modélisés par des
segments dans l'image. Pour pallier ce défaut, E.Candès et D.Donoho pro-
posent de faire une analyse par bloc de l'image :

� on découpe l'image en bloc de taille B = 2s

� on e�ectue la transformée ridgelet sur chacun des blocs.

Le paramètre s correspond à un facteur d'échelle, on peut ainsi construire
une pyramide de ridgelet a�n d'e�ectuer l'analyse à di�érentes échelles et
de manière locale (par le découpage en bloc).
A�n d'éviter les e�ets de bord dùs au découpage en blocs, il est possible
d'adopter une stratégie de recouvrement des blocs où les pixels qui se che-
vauchent sont a�ectés d'une pondération a�n de pouvoir retrouver une re-
construction exacte.

Base de ridgelets orthonormales

Dans [79], D.Donoho et al. montrent qu'il est possible de construire une
base orthonormale de ridgelet en utilisant la reformulation suivante dans le
domaine de Fourier

ρ̂λ(ξ) = |ξ|−
1
2

(
ψ̂j,k(|ξ|)wεi,l(θ) + ψ̂j,k(−|ξ|)wεi,l(θ + π)

)
/2 (1.36)

où ψj,k (j, k ∈ Z) est l'ondelette de Meyer sur R et (wεi0,l pour l = 0, . . . , 2i0−
1; wεi0,l pour i > i0, l = 0, . . . , 2i−1) est une base orthonormale de L2[0, 2π)
construite à partir d'une périodisation des fonctions d'échelle w0

i0,l
de Lemarié

à l'échelle i0 et une périodisation des ondelettes de Meyer w1
i,l pour les échelles

i > i0. Si on note λ = (j, k, i, l, ε) alors les fonctions ρλ = TF−1(ρ̂λ) sont les
fonctions ridgelet orthonormales.
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1.3 La transformée curvelet

1.3.1 Construction de la transformée

L'idée de la transformée curvelet [16, 17, 18, 37, 70] est d'appliquer la dé-
composition pyramidale ridgelet non plus sur l'image elle-même mais sur
chacune des sous-bandes obtenues en sortie de la transformée en ondelette
non décimée (transformée en ondelette à trou) de l'image.
D'un point de vue mathématique, la transformée se construit de la manière
suivante (voir �g.1.3)

1. Décomposition en sous-bandes : on dé�nit un banc de �ltre P0, (∆s)s>0.
On obtient donc la décomposition

f 7→ (P0f,∆1f,∆2f, . . .) (1.37)

2. Partition des sous-bandes : soit l'opérateur wQ(x1, x2) permettant d'ob-
tenir une partition en carrés dyadiques :

Qs = [k1/2s, (k1 + 1)/2s)× [k2/2s, (k2 + 1)/2s) (1.38)

Le découpage des sous-bandes est donc obtenu par

∆sf 7→ (wQ∆sf)Q∈Qs (1.39)

où Qs est l'ensemble des carrés dyadiques possibles sur l'image.

3. Renormalisation : soit l'opérateur dé�ni sur un carré dyadique

(TQf)(x1, x2) = 2sf(2sx1 − k1, 2sx2 − k2) (1.40)

Cet opérateur ramène donc un carré Q sur un carré [0, 1]2. En appli-
quant l'inverse de cet opérateur sur les carrés de la partition on obtient

gQ = (TQ)−1(wQ∆sf)Q Q ∈ Qs (1.41)

4. Transformée ridgelet : les coe�cients curvelet sont obtenus en pre-
nant la transformée ridgelet orthonormale de chacun des blocs de la
partition :

αµ =< gQ, ρλ >, µ = (Q,λ) (1.42)

Les fonctions curvelet sont obtenues par

γµ = ∆sρλ,Q µ = (λ ∈ Λ, Q ∈ Qs) (1.43)

La reconstruction est obtenue en déroulant l'algorithme dans l'ordre in-
verse (transformée ridgelet inverse, reconstruction de la partition initiale
de l'image, �ltrage dual pour la reconstruction de l'image à partir des sous-
bandes).
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Fig. 1.3 � Construction de la transformée curvelet .
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1.3.2 Aspects théoriques

E.Candès et D.Donoho ont montré que la transformée décrite précédemment
permet de construire un tight frame de L2(R2)

f =
∑
µ

< f, γµ > γµ. (1.44)

La relation de Parseval est aussi véri�ée∑
µ

|< f, γµ >|2 = ‖f‖22 (1.45)

Il est aussi possible de montrer que les curvelets obéissent à une loi d'échelle
parabolique :

largeur ≈ longueur2 (1.46)

où

longueur(γµ) ≈ 2−s (1.47)

Transformée continue

Dans [17, 18], E.Candès et D.Donoho dé�nissent la transformée curvelet
continue et montrent que l'on obtient aussi un frame de L2(R2). Pour cela,
ils e�ectuent un pavage du domaine fréquentiel par des fenêtres radiales
(W (r)) et des fenêtres angulaires (V (t)). Ces fenêtres doivent véri�er les
conditions d'admissibilité suivantes∫ ∞

0
W (ar)2

da

a
= 1, ∀r > 0, (1.48)∫ 1

−1
V (u)2du = 1 (1.49)

A partir de ces fenêtres, on peut construire une famille d'éléments d'analyse
contrôlés à l'aide de trois paramètres : le facteur d'échelle a > 0, la position
b ∈ R2 et l'orientation θ ∈ [0, 2π). Si l'on note Rθ l'opérateur de rotation
d'un angle de θ radians, l'élément de base est donné par

γabθ(x) = γa00 (Rθ(x− b)) (1.50)

où

γ̂a00(r, ω) = W (ar)V
(
w/
√
a
)
a3/4, 0 < a < a0 (1.51)

La transformée curvelet continue est alors dé�nie par

Γf (a, b, θ) =< γabθ, f >, a < a0 < π2, b ∈ R2, θ ∈ [0, 2π) (1.52)
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Les auteurs montrent que l'on peut reconstuire f à partir de la transformée
Γf (a, b, θ) et que la formule de Parseval est véri�ée

f(x) =
∫

Γf (a, b, θ)γabθ(x)
da

a3
dbdθ (1.53)

‖f‖2L2 =
∫
|Γf (a, b, θ)|2

da

a3
dbdθ (1.54)

Pouvoir d'approximation des curvelets

Dans [16], E.Candès et D.Donoho explorent les curvelets du point de vue
de la théorie de l'approximation. Ils montrent notamment que les curvelets
permettent d'avoir un meilleur taux d'approximation que les ondelettes. On
note f̃curvelet

M la fonction reconstruite à partir des M plus grands coe�cients
de la transformée curvelet de f ; f sera supposée très régulière dans des
domaines réguliers Dj , 1 6 j 6 N , avec des discontinuités de première
espèce à travers les frontières Γj des Dj . Alors on a

‖f − f̃curvelet

M ‖2L2 6 CM−2(logM)3 (1.55)

1.4 La transformée contourlet

Les premières applications des curvelets [70, 71, 72] montrent un certain
potentiel de la méthode ; toutefois leur implémentation numérique n'est pas
aisée du fait que la construction est faite dans le domaine continu. M.Do et
M.Vetterli [33, 64, 30, 32, 29, 79] ont repensé d'un point de vue discret le
problème du �ltrage directionnel et l'aspect multirésolution. Pour cela, ils
combinent deux méthodes complémentaires :

� une décomposition pyramidale laplacienne par l'algorithme de P.J.Burt et
E.H.Adelson [14], a�n d'obtenir l'aspect multirésolution,

� un �ltrage directionnel 2D proposé par R.H.Bamberger et M.L.T.Smith
[9], appliqué sur chacune des sous-bandes de la décomposition pyramidale.

L'intérêt de ces méthodes est qu'elles sont toutes les deux basées sur une
construction par banc de �ltres ayant la propriété d'être inversibles de ma-
nière exacte.

1.4.1 La décomposition pyramidale laplacienne (LP)

Le principe de la décomposition LP est le suivant (on notera f l'image d'en-
trée), la �gure 1.4 décrit les étapes de décomposition et reconstruction :

� on génère une version à résolution plus faible de f par un �ltrage passe-bas,
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� on sous-échantillonne cette nouvelle image, on obtient alors une image c,
� on obtient l'image des détails en faisant la soustraction entre f et une pré-
diction de f obtenue par sur-échantillonnage et �ltrage dual de c. L'image
d ainsi obtenue correspond à une version de l'image d'origine �ltrée par
un �ltre passe-bande.

La reconstruction est le pseudo-inverse de l'algorithme de décomposition
(valable uniquement dans le cas où les �ltres sont orthogonaux), l'image
reconstruite sera notée f̃ .

Fig. 1.4 � Décomposition (en haut) et reconstruction (en bas) pyramidale
laplacienne (LP)

On applique cette décomposition à chaque niveau de résolution pour obtenir
la structure de pyramide (un exemple de décomposition pyramidal est donné
�g.1.5).

Le sous-échantillonnage et le sur-échantillonnage sont dé�nis de la manière
suivante :

Dé�nition 1.4.1 Soit M la matrice de sous-échantillonnage de taille 2 × 2
alors le sous-échantillonnage est dé�ni par

xD[n] = x[Mn] (1.56)

et le sur-échantillonnage par

xU [n] =

{
x[k] si n = Mk, k ∈ Z2

0 sinon
(1.57)

En pratique on prendra

M = diag(2, 2) (1.58)
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Fig. 1.5 � Exemple de décomposition pyramidale sur 3 niveaux avec un �ltre
�9-7�.

La décomposition laplacienne permet d'obtenir une analyse multirésolution
(voir [33, 35] pour les détails), en e�et on peut dé�nir la fonction d'échelle
suivante

φ(t) = 2
∑
n∈Z2

g[n]φ(2t− n) (1.59)

φj,n = 2−jφ
(
t− 2jn

2j

)
j ∈ Z, n ∈ Z2 (1.60)

alors dans le cas où le �ltre g est un �ltre orthogonal on a

Proposition 1.4.2 A une échelle 2j, la famille {φj,n}n∈Z2 forme une base
orthonormale de l'espace Vj. D'autre part la famille {Vj}j∈Z forme une sé-
quence multirésolution

. . . V2 ⊂ V1 ⊂ V0 ⊂ V−1 ⊂ V−2 . . . (1.61)

Si l'on noteWj l'espace orthogonal à Vj , on peut montrer que Vj−1 = Vj⊕Wj .
En utilisant la notion de domaine polyphasé (voir [35]) on peut dé�nir les
fonctions

ψ(i)(t) = 2
∑
n∈Z2

fi[n]φ(2t− n) 0 6 i 6 3 (1.62)

permettant ainsi de construire une famille de framelet, nous faisons remar-
quer que ψ(0) ne correspond pas à une fonction d'échelle (voir [29])
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ψ
(i)
j,n(t) = 2−jψ(i)

(
t− 2jn

2j

)
j ∈ Z, n ∈ Z2 (1.63)

On a alors la proposition suivante

Proposition 1.4.3 Soit la fonction ψ
(i)
j,n dé�nie en 1.63 alors

� à l'échelle 2j, la famille
{
ψ

(i)
j,n

}
06i63,n∈Z2

est une tight frame pour Wj,

� à toutes les échelles, la famille
{
ψ

(i)
j,n

}
j∈Z,06i63,n∈Z2

est une tight frame

pour L2(R2)

et dans les deux cas la borne de frame est égale à 1.

La preuve est donnée dans [35].

Dans la suite, on notera

µj−1,2n+ki
(t) = ψ

(i)
j,n(t) 0 6 i 6 3 (1.64)

où

k0 = (0, 0)T ; k1 = (1, 0)T ; k2 = (0, 1)T ; k3 = (1, 1)T (1.65)

De la proposition 1.4.3 découle directement que la famille {µj−1,n}n∈Z2 est
une frame ajustée de Wj .

La décomposition pyramidale laplacienne permet d'obtenir un pavage du
plan fréquentiel en bandes concentriques (voir �g.1.6).

Fig. 1.6 � Pavage du plan fréquentiel obtenu par la décomposition pyrami-
dale laplacienne.
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1.4.2 Filtrage directionnel

Le �ltrage directionnel 2D utilisé par M.Do et M.Vetterli est celui proposé par
R.H.Bamberger et M.L.T.Smith dans [9]. Le principe du �ltrage directionnel
est de fournir les réponses au travers d'un banc de �ltres orientés (Directional
Filter Bank ou DFB) d'une image d'entrée d (voir �g.1.7).

Fig. 1.7 � Banc de �ltre directionnel

Proposition 1.4.4 Pour d ∈ un espace Θ et ∀l <∞, on dé�nit

θ
(l)
k,n(t) =

∑
m∈Z2

g
(l)
k [m− S

(l)
k n]d (1.66)

où l'opérateur S
(l)
k �déforme� l'image par l'intermédiaire de �ltres quincux

(voir [29] et �g.1.8 pour un exemple).

La famille
{
θ
(l)
k,n

}
n∈Z2

est une base orthogonale des espaces directionnels

Θ(l)
k , ∀k = {0, . . . , 2l − 1}

En conséquence, on a les propriétés suivantes

Θ(l)
k ⊥Θ(l)

k′ ∀k 6= k′ (1.67)

Θ(l)
k = Θ(l+1)

2k ⊕Θ(l+1)
2k+1 (1.68)

Θ =
2l−1⊕
k=0

Θ(l)
k (1.69)

Ce �ltrage directionnel permet d'obtenir un pavage par �tranches orientées�
du plan fréquentiel (voir �g.1.9).

1.4.3 La transformée contourlet

M.Do et M.Vetterli combinent les aspects d'analyse multirésolution et de �l-
trage directionnel pour construire la transformée en contourlet (aussi appelée
Pyramidal Directional Filter Bank (PDFB)). Le principe étant d'appliquer
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Fig. 1.8 � Exemple de déformation par un �ltre quincux.

Fig. 1.9 � Pavage du plan fréquentiel obtenu par �ltrage directionnel.

un �ltrage directionnel sur chacune des images de détails issues de la décom-
position laplacienne (voir la �g.1.10).

D'un point de vue mathématique, cela revient à appliquer un �ltrage di-
rectionnel sur chacun des espaces Wj de la décomposition pyramidale. On
obtient donc une famille de fonctions (j = échelle, k = direction, n = loca-
lisation)

ρ
(l)
j,k,n(t) =

∑
m∈Z2

g
(l)
k [m− S

(l)
k n]µj−1,m(t) (1.70)

On a alors les propositions suivantes

Proposition 1.4.5 La famille des fonctions
{
ρ
(l)
j,k,n

}
n∈Z2

,telles que dé�nies

en (1.70), est un tight frame de W
(l)
j,k , ∀k = 0, . . . , 2l − 1, dont la borne vaut

1.
Les W

(l)
j,k sont orthogonaux suivant les échelles et les directions.
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Fig. 1.10 � Principe de la transformée contourlet .

Proposition 1.4.6 On note

ρ
(l)
j,k(t) =

∑
m∈Z2

g
(l)
k [m]µj−1,m(t) (1.71)

alors pour l > 2
ρ
(l)
j,k,n(t) = ρ

(l)
j,k(t− 2j−1S

(l)
k n) (1.72)

On en déduit

ρ
(l)
j,k(t) =

∑
m∈Z2

 3∑
i=0

∑
n∈Z2

g
(l)
k [2n+ ki]fi[m− 2n]


︸ ︷︷ ︸

c
(l)
k [n]

φj−1,m(t) (1.73)

d'autre part on peut montrer que∥∥∥ρ(l)
j,k,n

∥∥∥2

L2
=

3
4

∀l > 2, j ∈ Z, 0 6 k < 2l, n ∈ Z2 (1.74)

M.Do et M.Vetterli montrent le théorème suivant

Théorème 1.4.7 ∀ {lj}j6j0 une famille donnant le nombre de directions de
�ltrage par niveau de résolution. Alors la famille{

φj0,n(t); ρ
(lj)
j,k,n(t)

}
j6j0, 06k62lj−1, n∈Z2

(1.75)

est une tight frame de L2(R2), ayant pour borne 1.
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Corollaire 1.4.8 ∀ {lj}j∈Z une famille donnant le nombre de directions de
�ltrage par niveau de résolution. Alors la famille{

ρ
(lj)
j,k,n(t)

}
j∈Z, 06k62lj−1, n∈Z2

(1.76)

est une tight frame de L2(R2), ayant pour borne 1.

Corollaire 1.4.9 On en déduit

L2(R2) = Vj0 ⊕

⊕
j6j0

Wj

 (1.77)

⇔ f(t) =
∑
n

αnφj0,n(t) +
∑
j6j0

2lj−1∑
k=0

∑
n

βj,k,nρ
(lj)
j,k,n(t) (1.78)

et

L2(R2) =
⊕
j∈Z

Wj (1.79)

⇔ f(t) =
∑
j∈Z

2lj−1∑
k=0

∑
n

βj,k,nρ
(lj)
j,k,n(t) (1.80)

Les coe�cients αn = 〈f |φj0,n〉 et βj,k,n = 〈f |ρ(lj)
j,k,n〉 sont les coe�cients de la

décomposition contourlet .
On obtient alors un pavage du plan fréquentiel où chaque couronne représen-
tant un niveau de résolution est elle-même redécoupée en portions correspon-
dant aux directions que l'on se �xe pour chaque sous-bande (voir �g.1.11).

Fig. 1.11 � Découpage du plan fréquentiel dans le cas de la transformée
contourlet .

On peut remarquer que si l'on double le nombre de directions toutes les deux
sous-bandes de résolution alors on obtient un découpage équivalent à celui
de la transformée curvelet de E.Candès et D.Donoho (à la di�érence près
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que les bandes concentriques de résolution dans le domaine de Fourier sont
carrées dans le cas des contourlets et circulaires pour les curvelets) !

La �gure 1.12 donne un exemple de transformée contourlet . En haut à droite
on trouve l'approximation à basse résolution, puis de droite à gauche on voit
apparaître trois sous-bandes elles-mêmes �ltrées respectivement suivant 8, 8
et 16 directions.

Fig. 1.12 � Exemple de transformée en contourlet .

En se plaçant dans le même cadre d'hypothèse que les curvelets (f sera
supposée très régulière dans des domaines réguliers Dj , 1 6 j 6 N , avec des
discontinuités de première espèce à travers les frontières Γj des Dj), M.Do
et M.Vetterli montrent, d'un point de vue de la théorie de l'approximation
et moyennant quelques hypothèses sur les contourlets [33], que si l'on ne
conserve que les M plus grands coe�cients de la transformée contourlet (on
notera f̃ contourletM l'image reconstruite) alors l'erreur d'approximation vaut

‖f − f̃ contourletM ‖2L2 6 C(logM)3M−2 (1.81)

ce qui est le même taux d'erreur d'approximation que dans le cadre des
curvelets.

1.4.4 Espace de contourlets

Nous proposons dans cette section de dé�nir l'espace des contourlets, que
l'on notera CT sp,q. Pour cela, nous nous inspirons de la démarche suivie dans
le cas des espaces de Besov et de ridgelets (d étant la dimension).

Dé�nition 1.4.10 Soient s > 0 et p, q > 0, si f ∈ CT sp,q alors
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‖f‖CT s
p,q

=

[∑
n

|αj0,n|p
]1/p

+


∑
j6j0

2j
“

d
2
− 1

p
+s

”
q

2lj−1∑
k=0

∑
n

2j
p
2 |βj,k,n|p

q/p


1/q

(1.82)

ou

‖f‖CT s
p,q

=


∑
j∈Z

2j
“

d
2
− 1

p
+s

”
q

2lj−1∑
k=0

∑
n

2j
p
2 |βj,k,n|p

q/p


1/q

(1.83)

où les coe�cients αj0,n et βj,k,n sont les coe�cients de la décomposition
contourlet dé�nis dans le corollaire 1.4.9.

1.5 Débruitage d'image

1.5.1 Débruitage par seuillage de coe�cients

Le bruit présent dans une image vient altérer les détails de l'image. Cela
signi�e donc que les coe�cients de la décomposition en ondelette du bruit
seront d'amplitude faible par rapport aux coe�cients du contenu sémantique
de l'image. L'idée de base du débruitage est donc de supprimer les coe�cients
d'ondelette correspondants au bruit, pour cela on utilise généralement une
méthode de seuillage des coe�cients. Les deux méthodes les plus classiques
dans la littérature sont les méthodes dites de seuillage doux (Wavelet Soft
Thresholding) et de seuillage dur (Wavelet Hard Thresholding). Nous rappe-
lons ci-après les dé�nitions de ces deux méthodes de seuillage.

Dé�nition 1.5.1 (Wavelet Soft Thresholding) L'opération de seuillage doux
des coe�cients d'ondelette βjn d'une fonction f pour un seuil δ est dé�nie
par (on note β̃jn les coe�cients seuillés)

β̃jn =


βjn − δ si βjn > δ

0 si |βjn| 6 δ

βjn + δ si βjn < −δ
(1.84)

D.Donoho et al. [36] montrent que le seuil δ optimum dans le cas d'un bruit
blanc gaussien est donné par

δ = σ
√

logN (1.85)
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où σ correspond à la variance du bruit et N est la taille de l'image (N ×N).
On notera WST (f ; δ) l'opérateur e�ectuant la transformée en ondelette, le
seuillage doux et la reconstruction de l'image à partir des coe�cients seuillés.
Par ailleurs, on peut introduire un facteur de pondération κ permettant de
jouer sur la valeur du seuil. On prendra alors le seuil de la manière suivante

δ = κσ
√

logN (1.86)

Dé�nition 1.5.2 (Wavelet Hard Thresholding) L'opération de seuillage dur
des coe�cients d'ondelette βjn d'une fonction f pour un seuil δ est dé�nie
par (on note β̃jn les coe�cients seuillés)

β̃jn =

{
βjn si |βjn| > δ

0 sinon
(1.87)

le seuil δ peut être choisi de la même manière que dans le cas du seuillage
doux (voir dé�nition 1.5.1).

On notera WHT (f ; δ) l'opérateur e�ectuant la transformée en ondelette, le
seuillage dur et la reconstruction de l'image à partir des coe�cients seuillés.

L'opération de débruitage consiste simplement à appliquer les opérateurs
WST (f, δ) ou WHT (f, δ) sur l'image bruitée. On peut voir immédiatement
que l'on peut aussi dé�nir le même type d'opérateur mais sur les coe�-
cients ridgelets, curvelets ou contourlets. Ces transformées modélisant mieux
les structures dans les images, les résultats de débruitage sont en théorie
meilleurs que dans le cadre des ondelettes. En pratique, seule la transformée
contourlet sera utilisée dans nos expérimentations (la transformée ridgelet
étant moins e�cace que la tranformée curvelet et cette dernière peut être vue
comme un cas particulier de la transformée contourlet dans le cas discret).
On note alors CST (f, δ) et CHT (f, δ) les opérateurs de seuillage respective-
ment doux et durs des coe�cients de la transformée contourlet (Contourlet
Soft Thresholding et Contourlet Hard Thresholding).

Les tests qui suivent seront e�ectués à partir de l'image de droite de la �gure
1.13 celle ci étant obtenue à partir de l'image de gauche sur laquelle nous
avons ajouté un bruit gaussien (σ = 20).
La �gure 1.14 donne le résultat du débruitage obtenu par seuillage des coef-
�cients d'ondelette (seuillage doux à gauche et seuillage dur à droite) ainsi
que le bruit extrait.

Quant à la �gure 1.15, elle expose les résultats du débruitage obtenu par
seuillage des coe�cients contourlets (seuillage doux à gauche et seuillage
dur à droite) ainsi que le bruit extrait.
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Fig. 1.13 � Image de base et sa version bruitée (bruit gaussien, σ = 20)
servant de test pour le débruitage.

1.5.2 Débruitage à base de variation totale

Rudin et al. [67] se sont retrouvés confrontés au problème de la restaura-
tion d'image, le but étant de retrouver les objets présents dans l'image en
éliminant le bruit et en tenant compte de l'éventuelle présence d'un noyau
de convolution venant perturber l'image (ce dernier cas ne sera pas étudié
dans le cadre de cette thèse). Pour retrouver l'image originale, les auteurs
proposèrent de minimiser la fonctionnelle suivante :

FROFλ (u) = J(u) + (2λ)−1‖f − u‖2L2 (1.88)

où f est l'image dégradée mesurée, u est l'image restaurée et J(u) = ‖u‖BV .
Ce modèle revient à considérer que la fonction u appartient à l'espace fonc-
tionnel BV (espace des fonctions à variations bornées). Nous rappelons que
J(u) = ‖u‖BV =

∫
|∇u(x)|dx (J(u) représente donc la variation totale de u.

La �gure 1.16 montre le résultat obtenu sur l'image de test de la �gure 1.13
(l'image de droite étant l'image débruitée et celle de gauche le bruit extrait).
Ces di�érents résultats montrent que dans tous les cas, nous obtenons une
partie u équivalente. Concernant la partie bruit, nous pouvons constater la
présence plus ou moins importante d'un résidu. Ceci montre bien que pour
juger des performances de ce type d'algorithme en tant que algorithme de
décomposition, il faut tenir compte des deux parties extraites.
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Fig. 1.14 � Exemple de débruitage par les seuillages dur (colonne de droite)
et doux (colonne de gauche) des coe�cients d'ondelettes. La deuxième ligne
représentant le bruit extrait.

1.6 Mesure de la qualité du bruit extrait

Dans cette section, nous proposons une méthode permettant de quanti�er
la �qualité� du bruit extrait. Il nous faut tout d'abord dé�nir ce que nous
entendons par le terme �qualité�. Pour cela supposons que l'image à débrui-
tée f peut s'écrire comme la somme d'une image non bruitée et d'un bruit
gaussien.

f = d+ b (1.89)

Visuellement les expériences montrent que lorsque l'on applique un algo-
rithme de débruitage, le bruit extrait b̃ contient toujours un �reste� de
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Fig. 1.15 � Exemple de débruitage par les seuillages dur (colonne de droite)
et doux (colonne de gauche) des coe�cients contourlets. La deuxième ligne
représentant le bruit extrait.

l'image non bruitée d'origine et peut donc s'écrire

b̃ = Ad+ b (1.90)

Où A ∈ R. Dans la suite, nous appelerons �résidu� cette quantité Ad. Nous
considérerons que la composante bruit sera d'autant meilleure qualité que
cette quantité de résidu sera faible et que le bruit extrait se rapproche ef-
fectivement d'un bruit gaussien. La méthode proposée ci-après permet de
quanti�er cette quantité de résidu.

Nous faisons l'hypothèse d'un bruit gaussien de variance σ2. Le calcul de la
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Fig. 1.16 � Algorithme ROF : à gauche l'image débruitée (λ = 20) et à
droite le bruit extrait.

fonction d'autocorrélation nous permet de voir si le bruit extrait se rapproche
e�ectivement d'un bruit gaussien (dans ce cas, cette fonction d'autocorréla-
tion doit se résumer à un pic en (0,0)). La �gure 1.17 montre les fonctions
d'autocorrélation de chacun des bruits extraits sur les �gures 1.14, 1.15 et
1.16.

Nous pouvons observer que l'on retrouve bien le pic central majoritairement
dû au bruit. Le plus intéressant étant le fait que le résidu présent dans le
bruit vient �perturber� la fonction d'autocorrélation. Nous pouvons véri�er
théoriquement ce comportement dans un cas plus général. La proposition
suivante donne un lien entre l'énergie de la fonction d'autocorrélation et la
quantité de résidu présente dans le bruit.

Proposition 1.6.1 Soit un bruit gaussien de variance σ2 noté b(i, j) et une
image non bruité noté d(i, j). Nous simulons alors l'image f = Ad + b où
A ∈ R et représente le niveau de résidu. Alors

‖γf − γb‖L2 ∝ A2 (1.91)

Preuve:

Nous commençons par calculer la fonction d'autocorrélation de f :

γf (k, l) =
∑

(i,j)∈Z2

f(i, j)f∗(i+ k, j + l) (1.92)
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Seuillage doux (cas ondelettes) Seuillage dur (cas ondelettes)

Seuillage doux (cas contourlets) Seuillage dur (cas contourlets)

Cas variation totale

Fig. 1.17 � Fonctions d'autocorrélation des bruits extraits sur les �gures
1.14, 1.15 et 1.16.
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or nous travaillons avec des signaux réels donc f(i, j) = f∗(i, j). On en déduit

γf (k, l) =
∑

(i,j)∈Z2

[Ad(i, j) + b(i, j)] [Ad(i+ k, j + l) + b(i+ k, j + l)] (1.93)

=
∑

(i,j)∈Z2

A2d(i, j)d(i+ k, j + l) +
∑

(i,j)∈Z2

b(i, j)b(i+ k, j + k)+

∑
(i,j)∈Z2

[Ad(i, j)b(i+ k, j + l) +Ad(i+ k, j + l)b(i, j)] (1.94)

= A2γd(k, l) + γb(k, l) +A (γdb(k, l) + γbd(k, l)) (1.95)

Nous nous intéressons maintenant à la norme ‖.‖L2 de cette fonction d'auto-
corrélation. Tout d'abord remarquons que γb(k, l) = σ2δ(k, l) (où δ(k, l) est
le symbol de Kronecker) car nous avons supposé un bruit gaussien. En pra-
tique, nous pouvons véri�er aisément que la quantité A (γdb(k, l) + γbd(k, l))
est négligeable devant la quantité A2γd(k, l). Si nous déduisons la contribu-
tion due au bruit, nous faisons alors l'approximation

γf (k, l)− γb(k, l) ≈ A2γd(k, l) (1.96)

donc en passant à la norme

‖γf − γb‖L2 ≈ A2‖γd‖L2 (1.97)

n

A�n de véri�er ce résultat en pratique, nous prenons pour d(i, j) l'image de
gauche de la �gure 1.13 et une image b(i, j) de bruit (σ = 20). Nous compo-
sons les images f = Ad+ b pour A ∈ {0.05; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 0.6; 0.7; 0.8;
0.9} a�n de faire apparaître de plus en plus de résidu dans le bruit (voir la
�gure 1.18)

La �gure 1.19 donne les valeurs calculées de ‖γf − γb‖L2 et trace la courbe
associée. Nous constatons que cette norme suit bien une forme quadratique
en A comme initialement prévu. Nous avons donc maintenant à notre dispo-
sition un moyen de quanti�er la quantité de résidu présent dans le bruit et
par là même de juger de la qualité du bruit extrait.

1.6.1 Comparaison des di�érents algorithmes de débruitage

Nous avons vu di�érentes méthodes de débruitage, généralement ces mé-
thodes sont comparées entre elles en calculant la norme ‖fref − u‖L2 (dans
la suite nous notons fref l'image de départ, f sa version bruitée par le bruit
b, u et v sont respectivement la version débruitée de f et le bruit extrait).
Dans ce cas il n'est pas fait mention de la qualité du bruit extrait ce qui
est logique étant donné que l'on s'intéresse au �pouvoir de débruitage� de la
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A = 0.05 A = 0.3 A = 0.8

Fig. 1.18 � Images de bruit a�ectées de plusieurs niveaux de résidu et leurs
fonctions d'autocorrélation associées.

A ‖γf − γb‖L2

0.05 849.093432

0.1 3312.071022

0.2 13099.095280

0.3 29367.800483

0.4 52118.223554

0.5 81350.371724

0.6 117064.247377

0.7 159259.851531

0.8 207937.184693

0.9 263096.247142

Fig. 1.19 � Mesure et tracé de l'évolution de la norme ‖γf−γb‖L2 en fonction
de la quantité de résidu.
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méthode. Dans cette thèse, nous adoptons le point de vue de la décomposi-
tion de l'image et considérons le bruit comme une composante à part entière.
Nous souhaitons juger de la qualité des deux composantes pour chacun des
algorithmes, pour cela nous proposons d'e�ectuer l'expérience suivante : nous
appliquons les di�érents algorihtmes de débruitage sur l'image a�n d'obtenir
la même erreur ‖f − u‖L2 . Nous quanti�ons alors la qualité du bruit extrait
par le principe de calcul vu à la section 1.6. Le tableau 1.20 récapitule les
résultats obtenus (nous rappelons les notations suivantes : WST est le Wa-
velet Soft Thresholding, WHT est le Wavelet Hard Thresholding, CST est le
Contourlet Soft Thresholding, CHT est le Contourlet Hard Thresholding et
ROF est l'algorithme de Rudin-Osher-Fatemi).

Nous pouvons constater que les mesures e�ectuées suivent bien les résul-
tats visuels obtenus sur les images en sortie des di�érents algorithmes. La
composante de bruit est de meilleure qualité dans le cadre des seuillages
durs (le résidu y est plus faible). Ici la transformée en ondelette donne de
meilleurs résultats que les contourlets car nous contraignons ces dernières à
être au même niveau de reconstruction que les ondelettes (nous gardons un
pourcentage plus faible de coe�cients contourlets que de coe�cients d'on-
delettes). Toutefois, l'expérience montre que les résultats obtenus ici par les
contourlets et l'algorithme ROF sont sous optimaux.

‖fref − u‖L2 ‖γv − γb‖L2

WST (s = 19.7) 4992 287

WHT (s = 51) 4997 252

CST (s = 18.9) 4994 283

CHT (s = 50) 4998 271

ROF (λ = 7.3) 4994 344

Fig. 1.20 � Comparaison de la qualité du bruit extrait des divers algorihtmes
de débruitage.
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1.7 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques résultats classiques du débrui-
tage par seuillage doux et dur des coe�cients d'ondelette. Nous examinons
par ailleurs le même type de seuillage appliqué sur des coe�cients contourlet .
Cette transformée fournissant un outil équivalent des ondelettes mais per-
mettant en plus d'ajouter la notion d'orientation, elle permet ainsi de mieux
tenir compte de la géométrie dans les images.

Nous examinons ces algorithmes en prenant un point de vue de décomposi-
tion d'image. Nous proposons une méthode basée sur une mesure de l'énergie
de la fonction d'autocorrélation du bruit permettant de juger de la qualité
du bruit extrait. Les di�érents algorithmes peuvent ainsi être comparés en
prenant ce point de vue. Il ressort qu'un seuillage dur donne un bruit de
meilleure qualité qu'un seuillage doux. Concernant l'algorithme ROF, le fait
de contraindre le résultat de reconstruction de u fait que le résultat fourni
n'est pas l'optimum pour cet algorithme.

Ce chapitre nous permet de nous donner une voie sur la manière de traiter le
bruit en tant que composante à part entière. Le chapitre suivant s'intéresse
à la modélisation des textures dans les images.
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Chapitre 2

L'analyse de texture

Nous avons vu dans le chapitre précédent di�érentes manières de traiter le
bruit. Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de la texture.
Nous commençons par donner quelques généralités, puis nous examinons un
modèle de texture proposé par Y.Meyer (inspiré de l'algorithme ROF) et étu-
dions de plus près le comportement de ce nouvel algorithme. Nous présentons,
ensuite, deux algorithmes numériques associés : l'un proposé par S.Osher
et L.Vese, l'autre par J.F.Aujol et al. Ces deux algorithmes permettent de
mettre en ÷uvre cette modélisation. Nous verrons en�n une autre approche
proposée par A.Haddad utilisant certains espaces de Besov bien choisis.

2.1 Quelques généralités.

De nos jours, la notion même de texture n'est toujours pas dé�nie de manière
unique. Dans [22], les auteurs regroupent plusieurs dé�nitions et propriétés
possibles d'une texture ; nous pouvons toutefois dégager quelques grandes
lignes caractéristiques assez générales :

� une texture peut être vue comme la répétition de motifs suivant certaines
règles,

� une texture est une région de l'image ayant certaines propriétés statistiques
locales particulières,

� une texture est composée de primitives réparties suivant à la fois une orga-
nisation spatiale particulière et certaines propriétés au travers des échelles.

Ces di�érentes dé�nitions ont inspiré des pistes di�érentes pour analyser les
textures : méthodes statistiques (calculs de moments, matrices de coocur-
rence), méthodes fréquentielles (spectre de densité de puissance, transformée
de Fourier, transformée en ondelette, �ltrage), modélisations autorégressives,
champs de Markov, approches géométriques (pavage de Voronoï, modélisa-
tion fractale). Toutefois, le problème de l'analyse de textures n'a toujours

59
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pas trouvé de solution de manière globale.

Une nouvelle voie a été proposée par Y. Meyer dans [54] en utilisant le point
de vue de l'analyse fonctionnelle et des espaces de fonctions. C'est cette voie
que nous avons choisi de suivre dans cette thèse, car elle nous semble fournir
une alternative intéressante du point de vue de la modélisation mathématique
des textures par rapport aux méthodes énoncées ci-dessus.

2.2 Textures et espaces de fonctions oscillantes.

2.2.1 Au départ : l'algorithme de Rudin, Osher et Fatemi.

La nouvelle modélisation proposée par Y. Meyer dans [54] trouve son point
de départ dans les travaux de Rudin, Osher et Fatemi [67] et leur algorithme
dénomé ROF dans ce manuscrit, décrit au chapitre précédent. Pour mémoire,
nous rappelons la fonctionnelle utilisée

FROFλ (u) = J(u) + λ‖f − u‖2L2 (2.1)

Du point de vue de Rudin et al. l'image mesurée f est une image u �dégra-
dée�. L'algorithme se propose de restaurer l'image initiale des objets u ∈ BV
(J(u) = ‖u‖BV ).

Si l'on s'intéresse maintenant à un point de vue de décomposition où f est
une �vraie� image somme de deux composantes : u regroupant l'ensemble
des objets et v étant la somme des textures et du bruit. Le problème consiste
maintenant en l'extraction de u et v.

La �gure 2.1 montre deux exemples d'application de l'algorithme ROF sur
une image contenant de la texture (l'image de Barbara et une image d'un
véhicule blindé en milieu naturel). La colonne de gauche représente les images
originales, celle de droite, les composantes u obtenues.

Nous pouvons constater que l'algorithme supprime les phénomènes �oscil-
lants� de l'image. A ce stade, considérons que nous avons une image non
bruitée, il semble raisonnable de penser que si l'on modélise notre image ini-
tiale f comme étant la somme d'une image u contenant des objets et d'une
image v de phénomènes oscillants alors la composante v = f − u doit repré-
senter les textures de l'image initiale. La �gure 2.2 montre les composantes
v correspondantes aux exemples de la �gure 2.1.

Cette composante v contient bien des textures mais aussi des objets (les pieds
de la table, les bras de Barbara, son visage, les livres, ...). Cette modélisation
n'est donc pas satisfaisante. Yves Meyer fait la remarque suivante, si l'on
réécrit 2.1 à l'aide de v, alors
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Fig. 2.1 � Algorithme ROF : la colonne de gauche contient les image origi-
nales, celle de droite la composante u.

Fig. 2.2 � Algorithme ROF : composante �texture� v = f − u
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FROFλ (u, v) = J(u) + λ‖v‖2L2 où f = u+ v (2.2)

On peut donc remarquer que ce modèle ne décrit pas correctement les tex-
tures. En e�et, de notre point de vue, les textures sont des fonctions os-
cillantes. Un exemple typique est le cas �toits de hangar� visible dans des
images de type SPOT. On peut les modéliser comme suit :

gN (x) = cos(Nx1)θ(x) (2.3)

où θ est la fonction indicatrice délimitant le hangar (θ(x) = 1 si x ∈ hangar,
0 sinon). Alors le calcul donne

‖gN‖L2 ≈
1√
2
‖θ‖L2 (2.4)

qui est constante quelque soit la fréquence �xée par N . En revanche,

‖gN‖BV =
N

2π
‖θ‖L1 . (2.5)

Ce qui signi�e que plus la texture est oscillante, plus elle est rejetée de
l'algorithme. L'algorithme ROF n'est donc pas adapté à un point de vue de
la décomposition.

2.2.2 L'algorithme de Meyer.

A�n de pallier ce défaut, Yves Meyer dans [54] propose de changer d'espace
fonctionnel pour modéliser la composante texture et préconise l'utilisation
de l'espace BV∗, qui est exactement le dual de l'espace BV et correspond jus-
tement à un espace de fonctions oscillantes (une justi�cation de ces résultats
est disponible dans [43]). Nous rappelons quelques dé�nitions et notations :

Dé�nition 2.2.1 Nous notons :
� BV = {f ∈ L2(R2) , ∇f = (f1, f2) est une mesure de Radon de masse
totale �nie},

� BV = {f ∈ L2(R2) , ∇f ∈ L1(R2)},
� G = BV∗ espace dual dé�ni comme l'ensemble des distributions tempérées
v = ∂1g1 + ∂2g2 où g1 ∈ L∞(R2), g2 ∈ L∞(R2). La norme est alors dé�nie
par (on note g = (g1, g2), donc v = div g)

‖v‖BV∗ = ‖v‖G = inf
g

∥∥∥∥(|g1|2 + |g2|2
) 1

2

∥∥∥∥
L∞

(2.6)

� E = Ḃ∞−1,∞, dual de Ḃ1
1,1 (espaces de Besov dé�nis à la section 1.1.4).

Rappelons, par ailleurs, la propriété d'inclusion suivante des espaces les uns
dans les autres (voir [54])
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Lemme 2.2.2 On a les inclusions suivantes

Ḃ1
1,1 ⊂ BV ⊂ L2(R2) ⊂ G ⊂ E = Ḃ∞−1,∞ (2.7)

Examinons deux exemples a�n d'illustrer le choix de cette norme ‖.‖G dans
le cadre des textures.

Exemple 1 : Supposons que

v(x) = cos(ωx+ ϕ) , ω ∈ R2 (2.8)

alors

‖v‖G =
1
|ω|

(2.9)

Pour s'en persuader, il faut observer que par construction, ‖v‖G est inva-
riante par rotation et par translation. De plus ‖λv(λ.)‖G = ‖v‖G pour tout
λ > 0. Il reste donc à véri�er que ‖ cosx1‖G < ∞. Ceci est évident car
cosx1 = d

dx1
sinx1.

Exemple 2 : Supposons que

v(x) = cos(ωx+ ϕ)θ(x) (2.10)

où , par exemple, θ est la fonction indicatrice du carré unité. Alors on a
encore, si |ω| > 1,

‖v‖G 6
C

|ω|
(2.11)

mais ici si 0 6 |ω| 6 1, on a évidemment ‖v‖G 6 C0 comme on le voit en
observant que L2(R2) ⊂ (BV )∗. L'inégalité isopérimétrique donne, en fait

‖f‖G 6
1

2
√
π
‖f‖L2 . (2.12)

Si donc une image f est la somme g + cos(ωx + ϕ)θ(x) où g est une image
�simple� et θ est comme ci-dessus, alors on perd beaucoup plus que dans
l'algorithme ROF en décidant que cos(ωx+ ϕ)θ(x) est un �objet�.

Y.Meyer propose donc de remplacer l'utilisation de la norme sur L2 par la
norme sur BV∗ a�n de ne pas pénaliser les fonctions oscillantes. Le nouveau
modèle consiste donc à minimiser la nouvelle fonctionnelle

F YMλ (u, v) = J(u) + λ‖v‖G (2.13)

où f = u+ v, f ∈ G, u ∈ BV , v ∈ G.

L'inconvénient de ce modèle est le calcul de la norme sur l'espace G. En
e�et, en regardant l'expression de cette norme (2.6), on s'aperçoit que le
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calcul direct n'est pas possible du fait de la nécessité de connaître le champ
de vecteurs g sous-jacent. L'implémentation numérique de l'algorithme n'est
donc pas possible directement sous cette forme. Le problème est resté dans
cet état quelques années, jusqu'aux travaux de S.Osher et L.Vese [58, 76]
puis les travaux de J.F.Aujol, G.Aubert, L.Blanc-Féraud et A.Chambolle
[2, 3, 20]. Avant de nous intéresser à ces travaux, remarquons que Y.Meyer
propose aussi dans [54] d'utiliser d'autres espaces en lieu et place de G no-
tamment les espaces de Besov dé�nis à la section 1.1.4. Cette voie a récem-
ment été explorée par les travaux de A.Haddad [43] et d'une autre manière
par J.F.Aujol et A.Chambole [3]. Avant d'expliciter ces travaux, nous allons
donner quelques résultats théoriques sur ce type d'algorithme.

2.2.3 Propriétés de l'algorithme de Meyer

Nous commençons par rappeler le résultat important démontré par Y. Meyer
[54].

Lemme 2.2.3 Si u ∈ L2(R2) et v ∈ BV (R2), alors∣∣∣∣∫ u(x)v(x)dx
∣∣∣∣ 6 ‖u‖G‖v‖BV (2.14)

Maintenant, supposons que l'on part d'une image f ∈ L2(R2). On considère
deux paramètres positifs λ et µ. On cherche à décomposer f en

f = u+ v + w (2.15)

en minimisant l'énergie E(u, v) dé�nie par

‖u‖BV + λ‖v‖2L2 + µ‖w‖G (2.16)

Formellement, nous pouvons remarquer que le modèle ROF correspond à
µ = +∞. Puisque BV ⊂ L2, on a nécessairement w ∈ L2. L'existence d'une
décomposition optimale est facile à démontrer en utilisant la �méthode di-
recte de D.Hilbert�. En e�et BV est un espace dual et de toute suite bornée
uj ∈ BV , on peut extraire une sous-suite convergente au sens des distri-
butions vers u ∈ BV . Il en est de même pour L2 et G. L'unicité n'est pas
assurée, sauf en ce qui concerne la composante v qui est unique. Nous y re-
viendrons plus loin.

Le comportement de cet algorithme est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.2.4 Si ‖f‖G 6 1
2λ et ‖f‖BV 6 µ

2λ , alors u = w = 0 et la
décomposition optimale est donc f = 0 + f + 0.

Si ‖f‖G 6 1
2λ mais ‖f‖BV > µ

2λ , trois cas se présentent pour toute décom-
position optimale f = u+ v + w. On peut avoir
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(1) u = 0, ‖v‖BV = µ
2λ , ‖v‖G <

1
2λ et 〈v, w〉 = µ

2λ‖w‖G,

(2) w = 0, ‖v‖BV 6 µ
2λ , ‖v‖G = 1

2λ et 〈u, v〉 = 1
2λ‖u‖BV et en�n,

(3) ‖v‖BV = µ
2λ , ‖v‖G = 1

2λ , 〈u, v〉 = 1
2λ‖u‖BV et 〈v, w〉 = µ

2λ‖w‖G.

Réciproquement tout triplet (u, v, w) véri�ant soit (1), soit (2), soit (3) est
optimal pour f = u+ v + w et pour les valeurs de λ et µ associées.

On peut critiquer cet énoncé qui annonce ce qui va se produire en examinant
les résultats que l'on annonce. Mais il y a des cas où le théorème 2.2.4
reste intéressant. Supposons par exemple que l'on ait, en outre, ‖f‖G < π

λµ .
Alors la décomposition optimale est décrite par (1). En e�et on compare la
décomposition optimale f = u+v+w à la décomposition triviale f = 0+0+f .
On a donc

‖u‖BV + λ‖v‖2L2 + µ‖w‖G 6 µ‖f‖G (2.17)

ce qui entraîne

‖v‖L2 6

√
µ

λ
‖f‖G (2.18)

Mais ‖v‖G 6 1
2
√
π
‖v‖L2 et l'hypothèse faite entraîne ‖v‖G < 1

2λ .

Avant de démontrer ce théorème, éxaminons le deuxième résultat important
suivant.

Théorème 2.2.5 Si 0 < µ < 4π, alors la décomposition optimale f =
u+ v + w véri�e u = 0.

Preuve:

Pour établir le théorème 2.2.5, nous partons du lemme suivant.

Lemme 2.2.6 Il vient, pour toute fonction f ∈ BV ,

‖f‖L2 6
1

2
√
π
‖f‖BV (2.19)

et il en résulte que

‖f‖G 6
1

2
√
π
‖f‖L2 6

1
4π
‖f‖BV (2.20)
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Ce lemme est une conséquence directe de l'inégalité isopérimétrique.

Revenons au théorème 2.2.5. On gèle v et l'on laisse �otter librement u. On
pose u + w = σ et l'on a donc σ = f − v. On cherche d'abord à minimiser
‖u‖BV + µ‖σ − u‖G. Il vient, sous l'hypothèse 0 < µ < 4π,

‖u‖BV + µ‖σ − u‖G > 4π‖u‖G + µ‖σ − u‖G (2.21)

> µ‖u‖G + µ‖σ − u‖G (2.22)

> µ‖σ‖G (2.23)

Si par ailleurs, u n'est pas identiquement nulle, alors ‖u‖G > 0 et l'on a

‖u‖BV + µ‖σ − u‖G > µ‖σ‖G (2.24)

Le minimum sera dont atteint pour u = 0.

n

Examinons maintenant la preuve du théorème 2.2.4. Nous commençons par
remarquer que le cas 0 < µ < 4π revient à minimiser

λ‖v‖2L2 + µ‖f − v‖G (2.25)

On applique alors le résultat général suivant

Lemme 2.2.7 Si l'on cherche à minimiser (pour E un espace de Banach
arbitraire)

‖u‖E + λ‖v‖2L2 (2.26)

sur toutes les décompositions f = u + v de f ∈ L2(R2), alors deux cas se
présentent (on notera ‖.‖E∗ la norme dans le dual E∗ de E)

(1) si ‖f‖E∗ 6 1
2λ , alors le minimum est atteint pour u = 0 et v = f ,

(2) si ‖f‖E∗ > 1
2λ , alors le minimum est atteint pour un v tel que ‖v‖E∗ =

1
2λ et 〈u, v〉 = 1

2λ‖u‖E.

Appliquons le lemme 2.2.7 à λ‖v‖2L2 + µ‖f − v‖G. Si ‖f‖BV 6 µ
2λ , alors le

minimum est atteint si v = 0.
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Conclusion partielle : si 0 < µ < 4π alors u = 0. Si, en outre, ‖f‖BV 6 µ
2λ ,

alors u = v = 0.

La preuve du théorème est basée sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.8 Soient E1 et E2 deux espaces de Banach inclus dans un même
espace vectoriel E. On dé�nit alors l'espace de Banach E3 qui se compose de
toutes les sommes

z = x+ y , x ∈ E1 , y ∈ E2 (2.27)

et qui est muni de la norme

‖z‖E3 = inf{‖x‖E1 + ‖y‖E2} (2.28)

où la borne inférieure porte sur toutes les décompositions de z.
Alors E3 est le plus petit espace de Banach contenant E1 et E2. Par ailleurs,
E∗3 est le plus grand espace de Banach inclus dans E∗1 et E∗2 . En d'autres
termes E∗3 = E∗1 ∩ E∗2 et la norme de g dans E∗3 est

‖g‖E∗3 = sup{‖g‖E∗1 , ‖g‖E∗2}. (2.29)

Nous devons minimiser E(u, v) = ‖u‖BV +λ‖v‖2L2+µ‖w‖G sous la contrainte
f = u + v + w. Fixons provisoirement v et optimisons sur u. Nous sommes
conduits à poser σ = u+ w et

9σ9 = inf{‖u‖BV + µ‖w‖G ; σ = u+ w} (2.30)

Ceci étant, nous avons

inf
u,v

E(u, v) = inf
σ
{9σ 9 +λ‖f − σ‖2L2} (2.31)

Pour traiter le problème de minimisation 9σ9+λ‖f−σ‖2L2 , nous appliquons
le lemme 2.2.7. La norme duale de 9.9 est

9.9∗ = sup
{
‖.‖G ,

1
µ
‖.‖BV

}
(2.32)

On a donc

Lemme 2.2.9 Si ‖f‖G 6 1
2λ et ‖f‖BV 6 µ

2λ , alors le minimum de E(u, v)
est atteint pour u = w = 0 et vaut donc λ‖f‖2L2 .
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Preuve:

En e�et, étant donné que ‖f‖G 6 1
2λ et ‖f‖BV 6 µ

2λ , on a

9f9∗ = sup
{
‖f‖G;

1
µ
‖f‖BV

}
6

1
2λ
. (2.33)

Celà nous ramène au cas (1) du lemme 2.2.7. Donc σ = 0 et v = f ce qui
impose par dé�nition de la norme 9.9 que u = w = 0

n

Ceci conclut le premier point du théorème 2.2.4. Passons maintenant au cas
suivant où

‖f‖G 6
1
2λ

et ‖f‖BV >
µ

2λ
. (2.34)

(Observons que ‖f‖G 6 1
4π‖f‖BV . On ne peut donc avoir ‖f‖G > 1

2λ et
‖f‖BV 6 µ

2λ si 0 < µ 6 4π).
Sous l'hypothèse 2.34, le lemme 2.2.7 nous assure que le σ optimal véri�e

9v9∗ =
1
2λ

et 〈v, σ〉 =
1
2λ

9 σ 9 . (2.35)

Par ailleurs 9σ9 = ‖u‖BV + µ‖w‖G, car u et w sont optimisés. On a soit

‖v‖BV =
µ

2λ
et ‖v‖G <

1
2λ

(2.36)

soit

‖v‖BV 6
µ

2λ
et ‖v‖G =

1
2λ

(2.37)

Considérons d'abord le premier cas. On a alors

Lemme 2.2.10 Si 2.34 et 2.36 ont lieu, alors la décomposition optimale
f = u+ v + w véri�e u = 0 et 〈v, w〉 = µ

2λ‖w‖G

Preuve:

En e�et, le lemme 2.2.7 nous apprend que

〈v, u+ w〉 =
1
2λ

(‖u‖BV + µ‖w‖G) . (2.38)

Mais
〈v, w〉 6 ‖v‖BV ‖w‖G =

µ

2λ
‖w‖G (2.39)

tandis que

〈v, u〉 6 ‖v‖G‖u‖BV <
1
2λ
‖u‖BV (2.40)

En additionnant ces deux inégalités, on doit tomber sur 2.38. Ces deux in-
égalités doivent être des égalités.



2.2. TEXTURES ET ESPACES DE FONCTIONS OSCILLANTES. 69

Cela entraîne u = 0 et 〈v, w〉 = µ
2λ‖w‖G.

n

Passons maintenant au second cas. On distingue

‖v‖BV <
µ

2λ
et ‖v‖G =

1
2λ

(2.41)

et

‖v‖BV =
µ

2λ
et ‖v‖G =

1
2λ

(2.42)

Dans le cas 2.41, on reprend l'argumentation précédente et l'on conclut cette
fois à w = 0. Alors f = u + v est la décomposition optimale et l'on a donc
(voir les résultats sur Osher-Rudin) ‖v‖G = 1

2λ et 〈u, v〉 = ‖u‖BV 1
2λ .

Examinons la réciproque. Elle est fournie par le lemme suivant

Lemme 2.2.11 Supposons que l'on ait ‖v0‖G = 1
2λ et ‖v0‖BV 6 µ

2λ avec
〈u0, v0〉 = 1

2λ‖u0‖BV . Posons f0 = u0 + v0.
Alors pour toute fonction α ∈ BV et toute fonction w ∈ L2(R2), on a

‖u0 + α‖BV + λ‖v0 − α− w‖2L2 + µ‖w‖G > ‖u0‖BV + λ‖v0‖2L2 . (2.43)

Cela sigini�e que pour une telle fonction f0 et pour ces valeurs de λ et de µ,
la décomposition u0 + v0 est optimale.

Preuve:

Véri�ons 2.43. On divise par 2λ = ‖v0‖−1
G et l'on obtient

‖u0 + α‖BV ‖v0‖G +
1
2
‖v0 − α− w‖2L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

= ‖u0 + α‖BV ‖v0‖G +
1
2
‖v0‖2L2 − 〈v0, α〉+

1
2
‖α‖2L2 − 〈w, v0 − α〉

+
1
2
‖w‖2L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

> 〈u0, v0〉+ 〈α, v0〉+
1
2
‖v0‖2L2 − 〈α, v0〉+

1
2
‖α‖2L2 − 〈w, v0 − α〉

+
1
2
‖w‖2L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

=
1
2λ
‖u0‖BV +

1
2
‖v0‖2L2 +

1
2
‖α‖2L2 − 〈w, v0 − α〉+

1
2
‖w‖2L2 + ‖v0‖BV ‖w‖G

=
1
2λ
‖u0‖BV +

1
2
‖v0‖2L2 +

1
2
‖α+ w‖2L2 − 〈w, v0〉+ ‖v0‖BV ‖w‖G

>
1
2λ
‖u0‖BV +

1
2
‖v0‖2L2 .

n



70 CHAPITRE 2. L'ANALYSE DE TEXTURE

Remarquons que si l'on a égalité, on a nécessairement α = −w et 〈w, v0〉 =
‖v0‖BV ‖w‖G. On a également µ = 2λ‖v0‖BV . Revenons alors à 2.43 qui
s'écrit

‖u0 − w‖BV + λ‖v0‖2L2 + µ‖w‖G > ‖u0‖BV + λ‖v0‖2L2 (2.44)

ou encore

‖u0 − w‖BV + 2λ‖v0‖BV ‖w‖G > ‖u0‖BV (2.45)

c'est à dire

‖u0 − w‖BV ‖v0‖G + 〈w, v0〉 > ‖u0‖BV
1
2λ
. (2.46)

Mais

‖u0 − w‖BV ‖v0‖G > 〈u0 − w, v0〉 = 〈u0, v0〉 − 〈w, v0〉. (2.47)

En�n

〈u0, v0〉 = ‖u0‖BV
1
2λ
. (2.48)

Si l'on a égalité, on doit avoir aussi

‖u0 − w‖BV ‖v0‖G = 〈u0 − w, v0〉. (2.49)

Passons maintenant à la réciproque du lemme 2.2.10.

Lemme 2.2.12 Supposons que f = v0 +w0 avec ‖v0‖BV = µ
2λ , ‖v0‖G <

1
2λ

et 〈v0, w0〉 = µ
2λ‖w0‖G.

Alors f = v0 + w0 est la décomposition optimale.

Preuve:

Posons w = w0 + w̃ et v = v0 alors le problème 2.16 devient

‖u‖BV + λ‖v0 − u− w̃‖2L2 + µ‖w0 + w̃‖G = J(u, w̃). (2.50)

Il vient alors

‖w0 + w̃‖G‖v0‖BV > 〈w0 + w̃, v0〉 = 〈w0, v0〉+ 〈w̃, v0〉 (2.51)

or par hypothèse 〈w0, v0〉 = µ
2λ‖w0‖G. Donc

‖w0 + w̃‖G‖v0‖BV >
µ

2λ
‖w0‖G + 〈w̃, v0〉 (2.52)

et comme ‖v0‖BV = µ
2λ , on a

‖w0 + w̃‖G > ‖w0‖G +
2λ
µ
〈w̃, v0〉. (2.53)
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Par ailleurs

λ‖v0 − u− w̃‖2L2 = λ‖v0‖2L2 − 2λ〈w̃, v0〉 − 2λ〈u, v0〉+ λ‖u+ w̃‖2L2

= 〈v0 − u− w̃, v0 − u− w̃〉 = 〈v0, v0〉 − 〈v0, u〉 − 〈v0, w̃〉 − 〈u, v0〉
+ 〈u, u〉+ 〈u, w̃〉 − 〈w̃, v0〉+ 〈w̃, u〉+ 〈w̃, w̃〉
= ‖v0‖2L2 − 2〈u, v0〉 − 2〈v0, w̃〉+ 2〈u, w̃〉+ 〈u, u〉+ 〈w̃, w̃〉

or 2〈u, w̃〉+ 〈u, u〉+ 〈w̃, w̃〉 = ‖u+ w̃‖2L2 , ce qui entraîne

J(u, w̃) > λ‖v0‖2L2 + µ‖w0‖G + ‖u‖BV − 2λ〈u, v0〉+ λ‖u+ w̃‖2L2 . (2.54)

Pour conclure, il su�t d'observer que

|〈u, v0〉| 6 ‖u‖BV ‖v0‖G <
1
2λ
‖u‖BV (2.55)

et

‖u+ w‖2L2 = ‖f − v0 − w0‖2L2 = 0 car par hypothèse f = v0 + w0. (2.56)

n

A ce stade, nous avons donc obtenu les points (1) et (2) du théorème 2.2.4.
Pour terminer la preuve, il nous faut établir (3). La partie directe s'obtient
par la méthode utilisée pour démontrer (1) ou (2). Voici l'étude de la réci-
proque. On doit calculer

‖u+ α‖BV + λ‖v + β‖2L2 + µ‖w − α− β‖G (2.57)

Sachant que u, v et w véri�ent (3). Les fonctions α ∈ BV et β ∈ L2 sont
arbitraires. Comme ‖v‖BV = µ

2λ et ‖v‖BV ‖w−α−β‖G > 〈v, w−α−β〉, on
a

µ‖w − α− β‖G > 2λ (〈v, w〉 − 〈v, α〉 − 〈v, β〉) . (2.58)

Par ailleurs comme ‖v‖G = 1
2λ , on a aussi

‖u+ α‖BV > 2λ (〈u, v〉+ 〈α, v〉) (2.59)

Finalement

λ‖v + β‖2L2 = λ‖v‖2L2 + 2λ〈v, β〉+ λ‖β‖2L2 , (2.60)

〈v, w〉 =
µ

2λ
‖w‖G et (2.61)

〈v, u〉 =
1
2λ
‖u‖BV (2.62)

ce qui permet de conclure, tous les termes disparaissent et il reste (le mini-
mum étant atteint pour β = 0)

‖u‖BV + λ‖v‖2L2 + µ‖w‖G. (2.63)
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Ceci conclut la preuve du théorème 2.2.4.

Remarquons que nous n'avons pas unicité de la décomposition, le contre
exemple suivant permet de s'en persuader.

On appelle θ la fonction indicatrice du disque unité. On a alors ‖θ‖G = 1
2

et l'on pose f = 3θ. On considère les deux décompositions f = θ + θ + θ et
f = 2θ + θ + 0. On pose λ = 1 et µ = 4π.
Pour la première, on a bien ‖v‖BV = µ

2λ , ‖v‖G = 1
2λ , 〈u, v〉 = π = ‖u‖BV

2λ et
〈v, w〉 = π = µ

2λ‖w‖G.
Pour la seconde, on a bien ‖v‖BV 6 µ

2λ , 〈u, v〉 = 1
2λ‖u‖BV et ‖v‖G = 1

2λ .
Ces deux décompositions respectent bien le théorème 2.2.4.

Applications.

Le premier exemple est une route longue et �ne : f(x1, x2) = 1 si 0 6
x1 6 L, 0 6 x2 6 ε où L � 1 et 0 < ε � 1. Alors ‖f‖G 6 ε

2 tandis que
‖f‖BV = 2(L+ ε). Nous sommes alors dans le cadre du théorème 2.2.4. Plus

précisément, nous sommes dans le cas 1 du théorème 2.2.4 si ε
2 <

√
π
λµ et

µ < 4λ(L + ε), c'est à dire si L est assez grand devant µ. Alors u = 0 et
l'on a ‖w‖BV > ‖f‖BV − ‖v‖BV > 2(L + ε) − µ

2λ qui est grand. Dans ce
cas la composante w est la plus importante. On pourra aussi observer que
‖w‖G 6 ‖f‖G 6 ε

2 .
En�n, comme nous l'apprend A.Chambolle, v est dé�ni par le problème
variationnel

inf
{
‖f − v‖2L2 ; ‖v‖BV 6

µ

2λ

}
. (2.64)

Supposons que l'on augmente µ de sorte que ‖f‖BV = 2(L+ ε) < µ
2λ . Alors

la décomposition optimale devient f = 0 + f + 0 et w a disparu.

Dans le second exemple f(x1, x2) = cos(Nx1)θ(x1, x2) où θ est la fonction
indicatrice du carré unité. Alors d'après 2.11, ‖f‖G 6 C

N . Nous avons égale-
ment ‖f‖BV ' N . Nous sommes à nouveau dans le cadre du théorème 2.2.4
si N est très grand. Plus précisément, c'est la conclusion (1) qui fournit la
décomposition lorsque l'on a

C

2N
<

√
π

λµ
et µ 6 C ′N, (2.65)

c'est à dire si N est grand devant µ et devant
√
λµ.

2.2.4 L'algorithme de Osher-Vese.

Dans [58, 76], les auteurs proposent d'apporter quelques modi�cations au
modèle décrit en 2.13 a�n de pouvoir rechercher numériquement une solution.
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Le nouveau modèle proposé est le suivant

FOVλ,µ,p(u, g) = J(u) + λ‖f − (u+ div g)‖2L2 + µ

∥∥∥∥√g2
1 + g2

2

∥∥∥∥
Lp

(2.66)

L'idée est d'utiliser la propriété classique

∀f ∈ L∞(Ω), ‖f‖L∞ = lim
p→∞

‖f‖Lp (2.67)

La reformulation vise alors à rechercher la composante u ∈ BV et le champ
de vecteurs g = (g1, g1) ∈ L∞ × L∞ tel que v = div g. D'autre part, a�n de
pouvoir e�ectuer des calculs, la norme ‖.‖L∞ est remplacée par une norme
‖.‖Lp (en considérant que p → ∞ pour retrouver l'expression de la norme
sur l'espace G). Le terme supplémentaire ‖f − (u + div g)‖2L2 permet de
s'assurer que l'on aura bien la contrainte f = u+ v.

Grâce à cette nouvelle formulation, il est possible d'utiliser le formalisme
d'Euler-Lagrange dérivant de FOVλ,µ,p(u, g). On obtient alors le système de
trois équations aux dérivées partielles couplées suivant


u = f − ∂xg1 − ∂yg2 + 1

λdiv
(
∇u
|∇u|

)
µ
(∥∥∥√g2

1 + g2
2

∥∥∥
Lp

)1−p (√
g2
1 + g2

2

)p−2
g1 = 2λ

[
∂
∂x(u− f) + ∂2

xxg1 + ∂2
xyg2

]
µ
(∥∥∥√g2

1 + g2
2

∥∥∥
Lp

)1−p (√
g2
1 + g2

2

)p−2
g2 = 2λ

[
∂
∂y (u− f) + ∂2

xyg1 + ∂2
yyg2

]
(2.68)

La discrétisation de ces équations ne pose pas de problèmes particuliers,
leurs expressions sont disponibles dans [76]. La �gure 2.3 montre les résultats
obtenus grâce à l'algorithme de Osher-Vese (p = 5, µ = 0.1 dans les deux
cas, λ = 0.1 dans le cas de Barbara et λ = 0.001 dans le cas du blindé).
Si l'on compare ces résultats à ceux obtenus avec l'algorithme ROF, on voit
clairement que la composante v ne contient e�ectivement plus que des tex-
tures. Les objets tels que le pied de la table, les bras de Barbara ont été très
nettement (mais pas complètement) rejetés de cette composante. Cela nous
conforte dans l'idée de modéliser les textures par des espaces de fonctions
oscillantes. Toutefois, d'un point de vue pratique, on peut constater que l'al-
gorithme n'est pas toujours stable, ceci étant dû en partie au fait que l'on
utilise des EDP couplées du second ordre. D'autre part, la propriété sous-
jacente de la convergence de la norme sur Lp vers la norme sur L∞ quand
p→∞ utilisée au départ par les auteurs est ensuite non-respectée par ceux-ci
puisqu'ils préconisent la valeur p = 1 dans leurs expérimentations et en fai-
sant remarquer que cette valeur convenait très bien. Nous avons nous-même
expérimenté cet algorithme en faisant varier la valeur de p, on peut e�ecti-
vement noter de très faibles di�érences sur les résultats à partir de p = 5
mais surtout un accroissement de l'instabilité numérique de l'algorithme.
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Fig. 2.3 � Algorithme Osher-Vese

2.2.5 L'algorithme de Aujol

Dans [1, 2], J.F.Aujol, G.Aubert, L.Blanc-Féraud et A.Chambolle proposent
aussi une nouvelle formulation du problème. Pour cela, les auteurs consi-
dèrent un domaine �ni Ω. La nouvelle fonctionnelle est la suivante

FAUλ,µ (u, v) = J(u) + J∗
(
v

µ

)
+ (2λ)−1‖f − u− v‖2L2 (2.69)

où

(u, v) ∈ BV (Ω)×Gµ(Ω) (2.70)

L'ensemble Gµ est le sous-ensemble de G dé�ni par ‖v‖G 6 µ. La fonction
J∗ représente la fonction caractéristique sur l'espace G1

J∗(v) =

{
0 si v ∈ G1

+∞ sinon
(2.71)

Il est possible de montrer [1, 2, 20] que J∗ est l'opérateur dual de J ce qui
correspond bien à la notion de dualité entre les espaces BV et G. Reste la
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question de la résolution numérique de FAUλ,µ (u, v). Une solution originale,
basée sur les travaux de A.Chambolle [20], utilisant un opérateur de pro-
jection sur l'espace Gµ est adoptée (cet opérateur sera noté PGµ). L'annexe
A, donne les résultats obtenus par A.Chambolle et notamment l'algorithme
permettant de calculer la projection d'une fonction sur l'espace Gµ. Un théo-
rème spéci�ant les conditions de convergence de l'algorithme de projection
est aussi donné en annexe A (théorème A.3.1).

La recherche du couple (û, v̂) solution de la minimisation de FAUλ,µ (u, v) est
obtenue de manière itérative

� on �xe v et on recherche u solution de

inf
u

(
J(u) + (2λ)−1‖f − u− v‖2L2

)
(2.72)

� on �xe u et on recherche v solution de

inf
v
J∗
(
v

µ

)
+ ‖f − u− v‖2L2 (2.73)

D'après les résultats démontrés par A.Chambolle (rappelés en annexe A), la
solution de 2.72 est donnée par

û = f − v̂ − PGλ
(f − v̂) (2.74)

et la solution de 2.73 est donnée par

v̂ = PGµ(f − û) (2.75)

On obtient donc l'algorithme numérique correspondant suivant

1. Initialisation :
u0 = v0 = 0

2. Itérations :

vn+1 = PGµ(f − un)
un+1 = f − vn+1 − PGλ

(f − vn+1)

3. On arrête l'algorithme si

max (|un+1 − un|, |vn+1 − vn|) 6 ε

ou si l'on atteint un nombre maximal d'itérations prescrit.

Dans [1, 2], les auteurs montrent l'existence d'une solution, la convergence
de l'algorithme ainsi que le lien avec le modèle proposé par Y. Meyer (le
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paramètre λ doit être proche de 0 et de plus λ < µ). De récents travaux de
Aujol [5] proposent une méthode permettant de sélectionner une valeur opti-
male de λ au sens d'un certain critère. La question de l'ordre de calcul choisi
dans le déroulement de l'algorithme (vn+1 avant un+1) est aussi abordée. Les
auteurs démontrent que le choix pris ci-dessus permet de se départir d'une
borne inférieure sur le temps de convergence.

La �gure 2.4 illustre les résultats obtenus par l'algorithme de Aujol (µ = 100
dans les deux cas, λ = 1 pour Barbara et λ = 10 pour le blindé).

Fig. 2.4 � Algorithme de Aujol

On peut constater que l'algorithme permet bien d'extraire les textures de
la même manière que l'algorithme de Osher-Vese. De plus, cet algorithme a
quelques avantages par rapport à celui de Osher-Vese :

� aucun problème de stabilité et de convergence à partir du moment où l'on
respecte les conditions énoncées par le théorème A.3.1,

� facile à implémenter (ne nécessite que quelques lignes de code).

A�n de faire le parallèle avec les résultats énoncés dans la section 2.2.3,
examinons d'un point de vue théorique l'algorithme de J.F.Aujol. Il s'agit
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d'optimiser la décomposition f = u+ v+w de f ∈ L2(R2) en minimisant la
fonctionnelle

‖u‖BV + λ‖v‖2L2 (2.76)

sous la contrainte ‖w‖G 6 µ. Dans l'algorithme précédent, le coe�cient µ
multipliait ‖w‖G et la fonctionnelle à minimiser était

‖u‖BV + λ‖v‖2L2 + µ‖w‖G (2.77)

Il est donc nécessaire de changer µ en 1
µ pour passer d'un problème à l'autre.

Les deux problèmes ont une structure semblable, mais nous allons voir que
les résultats sont tout à fait di�érents. On posera donc

Ẽ(u, v) = ‖u‖BV + λ‖v‖2L2 +
1
µ
‖w‖G (2.78)

Le premier cas envisagé est celui où

‖f‖G 6 µ. (2.79)

Alors u = v = 0 est évidemment la solution optimale de l'algorithme de
J.F.Aujol. On a donc alors (Aujol)

f = 0 + 0 + f. (2.80)

Que fournirait, dans les mêmes conditions, l'algorithme 2.78 ? Le test s'écrit
alors

‖f‖G 6
1
2λ

(2.81)

et deux cas doivent être envisagés. Si l'on a, en outre,

‖f‖BV 6
1

2λµ
(2.82)

alors u = w = 0 et la décomposition optimale, au sens de 2.78, est f =
0+f+0. Elle est donc très di�érente de celle fournie par le nouvel algorithme
de J.F.Aujol et al.
Remarquons ici qu'en vertu du théorème 2.2.5, si µ > 1

4π , minimiser ‖u‖BV +
λ‖v‖2L2 + µ−1‖w‖G conduit nécessairement à u = 0.
Supposons maintenant que l'on ait ‖f‖BV > 1

2λµ , mais que l'on ait ‖f‖G <
πµ
λ . Alors on tombe sur le cas (1) du théorème 2.2.4 et l'on a nécessairement

u = 0, ‖v‖BV =
1

2λµ
, ‖v‖L2 6

√
‖f‖G
λµ

(2.83)

et 〈v, w〉 =
‖w‖G
2λµ

(2.84)
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Illustrons ces remarques par l'exemple d'une route, de largeur ε et de lon-
gueur L� 1. Nous savons alors que ‖f‖G 6 ε

2 (f est la fonction indicatrice
de la route). Supposons ε

2 6 µ et ε 6 1
λ .

Alors l'algorithme de J.F.Aujol fournit f = 0 + 0 + f . En ce qui concerne
2.78, la décomposition est un peu di�érente et s'écrit f = 0 + v + w où

‖v‖L2 6
√

ε
2λµ et donc ‖f − w‖L2 6

√
ε

2λµ .

Voyons maintenant ce qui se passe lorsque f(x) = cos(Nx1)θ(x) où θ(x) est,
par exemple, la fonction indicatrice du carré unité. Alors

‖f‖G 6
C

N
, N � 1 (2.85)

Dans le nouvel algorithme de J.F.Aujol, on obtient encore f = 0+0+ f . En
ce qui concerne 2.78, la décomposition optimale est f = 0 + v + w et l'on a
encore (en comparant à la décomposition triviale f = 0 + 0 + f),

λ‖v‖2L2 6
1
µ
‖f‖G (2.86)

ce qui entraîne

‖v‖L2 6

√
C

Nλµ
. (2.87)

Dans ces deux situations, les deux algorithmes donnent asymptotiquement
la même décomposition.

2.3 Autres espaces fonctionnels

2.3.1 Algorithme de Aujol et Chambolle

Comme nous l'avons mentionné à la section 2.2.2, Y.Meyer propose aussi
d'utiliser l'espace de Besov E = Ḃ∞−1,∞ qui est lui même plus grand que
l'espace G (voir le lemme 2.2.2 sur l'inclusion des di�érents espaces). Donc
les fonctions de G sont aussi dans E.
Du fait de la dé�nition de la norme ‖.‖G incalculable directement en pra-
tique, l'idée est alors d'utiliser la norme sur les espaces de Besov. En e�et,
nous avons vu au premier chapitre que les normes associées aux di�érents
espaces de Besov sont dé�nies grâce aux coe�cients de la transformée en
ondelette.

Le modèle proposé est le suivant

F YM2
λ (u, v) = J(u) + λ‖v‖E (2.88)

Les premiers à s'être inspirés de ce modèle sont J.F.Aujol et A.Chambolle
qui dans [1, 3] proposent d'utiliser une fonctionnelle similaire à (2.69) mais
en remplaçant l'espace G par E.
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FACλ,µ (u, v) = J(u) +B∗
(
v

µ

)
+ (2λ)−1‖f − u− v‖2L2 (2.89)

Si l'on note Eµ le sous-espace des fonctions f ∈ E telles que ‖f‖E 6 µ alors
B∗(f) est la fonction indicatrice sur l'espace E1, dé�nie de la même manière
que J∗(.).

B∗(v) =

{
0 si v ∈ E1

+∞ sinon
(2.90)

Dans ce cas, la projection sur l'espace Gµ est remplacée par la projection
sur l'espace Eµ. A.Chambolle et al. dans [21] montrent que cette projection
s'exprime en fonction d'un seuillage doux des coe�cients (Wavelet Soft Thre-
sholding noté WST et dé�nit par la dé�nition 1.5.1) de la décomposition en
ondelette par un seuil µ :

PEµ(f) = f −WST (f, µ) (2.91)

l'algorithme de décomposition est donc

1. Initialisation :
u0 = v0 = 0

2. Itérations :

vn+1 = PEµ(f − un) = f − un −WST (f − un, µ)
un+1 = f − vn+1 − PGλ

(f − vn+1)

3. On arrête l'algorithme si

max (|un+1 − un|, |vn+1 − vn|) 6 ε

ou si l'on atteint un nombre maximal d'itérations prescrit.

La �gure 2.5 illustre la décomposition obtenue grâce à cet algorithme. Les
paramètres utilisés sont λ = 1, κ = 0.3, la valeur de sigma a été �xée proche
de la valeur de la variance de l'image initiale (σ = 50).

2.3.2 L'algorithme de A.Haddad

Dans ses travaux de thèse [43], A.Haddad propose l'utilisation d'un autre
espace de Besov : Ḃ1

1,∞. En e�et, il est possible de montrer que les normes

sur BV et Ḃ1
1,∞ sont équivalentes sur l'ensemble de toutes les images dont

le niveau de gris ne prend que les valeurs 0 et 1. Le théorème suivant est
démontré dans [43] :
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Fig. 2.5 � Algorithme de Aujol utilisant les espaces de Besov.

Théorème 2.3.1 Si l'on considère l'ensemble EN des images dont le niveau
de gris est assujetti à ne prendre que N valeurs (non spéci�ées), il existe une
constante CN telle que

1
2
‖f‖Ḃ1

1,∞
6 ‖f‖BV 6 CN‖f‖Ḃ1

1,∞
(2.92)

On ne connaît pas, à l'heure actuelle, la valeur optimale de CN . On sait
cependant que CN 6 CN . Cela permet de remplacer la norme sur l'espace
BV dans l'algorithme ROF par la norme sur l'espace Ḃ1

1,∞.

FHDλ (u, v) = ‖u‖Ḃ1
1,∞

+ λ‖v‖22 où f = u+ v (2.93)

L'espace BV n'est pas caractérisé par une condition portant sur les mo-
dules des coe�cients d'ondelette. Si f ∈ BV , alors les coe�cients d'on-
delette cλ(f), λ ∈ Λ, appartiennent à l1−faible (une fois réarrangés par
ordre décroissant, ces coe�cients véri�ent c∗m 6 C

m , m > 1). Inversement, si
cλ ∈ l1(Λ), alors

∑
cλψλ ∈ BV . En quelque sorte BV est coincé entre l1 et

l1w (observons que 1
n log2 n

, n > 2, appartient à l1 tandis que 1
n appartient à

l1−faible).
L'espace Ḃ1

−1,∞, qui est un espace de distributions tempérées, peut être consi-

déré comme le dual de Ḃ1
1,∞. Par exemple, f(x) =

∑∞
j=1 j

−22j cos(2jx1), x =
(x1, x2), appartient à Ḃ1

−1,∞. L'avantage de ces espaces est qu'ils sont carac-
térisés par une condition portant sur les modules de leurs coe�cients d'on-
delette. Par ailleurs, les normes équivalentes sur chacun de ces espaces se
calculent de la manière suivante :

‖f‖Ḃ1
1,∞

= sup
j

∑
k

|cj,k| (2.94)

‖f‖Ḃ1
−1,∞

=
∑
j

sup
k
|cj,k| (2.95)
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où les cj,k sont les coe�cient de la décomposition en ondelette de f . L'auteur
montre quelques propriétés de cette fonctionnelle et de ses solutions. La
résolution pratique du problème consistant à trouver (û, v̂) tels que

(û, v̂) = inf
(u,v)∈(Ḃ1

1,∞×Ḃ1
−1,∞)

FHDλ (u, v) (2.96)

correspond à e�ectuer un seuillage sur les coe�cients d'ondelette, en prenant
un seuil adapté suivant les sous-bandes considérées. Le théorème suivant
expose l'algorithme.

Théorème 2.3.2 Soit f ∈ L2(R) telle que f = u+v (u, v étant la décompo-
sition optimale). On note cj,k, uj,k, vj,k les coe�cients de la décomposition en
ondelette de f, u, v respectivement. De plus nous supposerons que ‖f‖Ḃ1

−1,∞
>

(2λ)−1. Alors il existe une unique suite (vj)j∈Z à termes positifs véri�ant∑
j vj = (2λ)−1 et

vj,k = εj,k min(vj , |fj,k|)
uj,k = εj,k max(|fj,k| − vj , 0)
εj,k = sign(fj,k)

Des détails pratiques pourront être trouvés au chapitre 7 de [43]. Je tiens à
remercier Ali Haddad de m'avoir fournit, a�n de pouvoir illustrer son algo-
rithme, les images de la �gure 2.6 (λ = 25).

Fig. 2.6 � Algorithme de A. Haddad (λ = 25).

Ces espaces de Besov permettent bien d'obtenir la décomposition recher-
chée. Comme pour l'algorithme ROF, nous pouvons constater qu'une part
de géométrie est toujours présente dans la partie texture. Cette propriété a
e�ectivement été démontrée par A. Haddad par l'intermédiaire du théorème
suivant :



82 CHAPITRE 2. L'ANALYSE DE TEXTURE

Théorème 2.3.3 Soit f ∈ L2(R) et u0 + v0 la décomposition optimale au
problème 2.96. Si ‖f‖Ḃ1

−1,∞
6 (2λ)−1 alors u0 = 0. Dans le cas contraire, f =

u+v est la solution optimale au problème 2.96 si et seulement si ‖v‖Ḃ1
−1,∞

=

(2λ)−1 et
∫
uvdx = ‖u‖Ḃ1

1,∞
‖v‖Ḃ1

−1,∞
.

Ce théorème montre que la composante v ne peut pas être nulle (sauf dans le
cas trivial où f = 0). Donc si l'on considère une image uniquement composée
d'objets, cela signi�e qu'une partie de ces objets va apparaître dans la com-
posante texture. Cet algorithme possède le même défaut que l'algorithme
ROF.

2.4 Evaluation de la décomposition

Nous venons de voir qu'il était possible d'utiliser soit l'espace G, soit les
espaces de Besov pour séparer les textures du reste de l'image. Il est donc
légitime de se demander lequel de ces espaces est le mieux adapté. A�n de
pouvoir évaluer les performances de ces espaces, nous proposons de tester les
algorithmes FAUλ,µ (u, v) et FACλ,µ (u, v) sur une image synthétisée par nos soins.
Cette image est constituée de la somme d'une image d'objets et d'une image
de textures (�g 2.7).

Fig. 2.7 � A droite l'image de test utilisée pour évaluer les algorithmes de
décomposition, composée d'une image d'objets (à gauche) et de textures (au
centre).

Nous appliquons alors les deux algorithmes de décomposition. Nous retenons
les valeurs des paramètres donnant les meilleurs résultats visuels. Les para-
mètres retenus sont pour l'algorithme FAUλ,µ (u, v), µ = 500, λ = 1 et pour

l'algorithme FACλ,µ (u, v), µ = 40, λ = 20. Les images issues des algorithmes
sont donnés sur la �gure 2.8.

Nous calculons alors la norme de l'erreur entre chacune des composantes et
leur référence respective. Nous obtenons les résultats du tableau 2.1.

Nous voyons clairement que l'espace G est le mieux adapté pour modéliser
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Fig. 2.8 � Composantes obtenues à partir des algorithmes FAUλ,µ (u, v) (pre-

mière ligne) et FACλ,µ (u, v) (deuxième ligne).

‖ũ− uref‖L2 ‖ṽ − vref‖L2

Algorithme FAUλ,µ (u, v) 668.4 624.4

Algorithme FACλ,µ (u, v) 1309.1 1245.1

Tab. 2.1 � Résultats de l'évaluation de la décomposition.

les textures. En e�et les ondelettes ont tendance à abimer à la fois les bords
des objets et les textures.

2.5 Bilan

Nous avons vu dans ce chapitre la dé�nition d'un espace adapté à la modé-
lisation des textures. Un algorithme permettant de séparer les textures des
objets de l'image est aussi présenté. L'utilisation des espaces de Besov est
aussi proposée dans la littérature. Nous avons mené une évaluation des algo-
rithmes utilisant ces espaces. Il en ressort que l'espace initialement proposé
est le mieux adapté pour la modélisation de la texture.
A ce stade, nous disposons donc d'un côté d'algorithmes permettant de trai-
ter le bruit et d'un autre côté les textures. Le chapitre suivant s'intéresse
donc à la fusion des ces deux aspects a�n d'obtenir une modélisation plus
générale.
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Chapitre 3

Décomposition u, v, w

Jusqu'à présent, nous avons considéré des images non bruitées. Or dans un
processus réel d'acquisition, les images sont très souvent bruitées. Il est donc
légitime de se poser la question de savoir ce qui se passe pour les algorithmes
du chapitre précédent avec ce type d'image. Nous avons vu que plus la com-
posante v est oscillante, plus sa norme dans l'espace G est faible ce qui
favorise l'apparition de ce type de fonctions dans v. Or le bruit peut être vu
comme un signal aléatoire très oscillant par rapport au contenu texturel de
l'image.
En conclusion, non seulement le bruit sera présent dans la composante v mais
il a toutes les chances d'être prépondérant vis à vis des textures extraites de
l'image (voir la �gure 3.1 qui illustre le résultats de la décomposition u, v sur
une image bruitée).

Fig. 3.1 � Composantes obtenues sur une image bruitée par un modèle u, v.

Il est naturel de se demander s'il est possible de séparer le bruit et les tex-
tures a�n d'obtenir une décomposition plus �évoluée�. Dans ce chapitre, nous

85
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présentons un nouveau modèle permettant d'e�ectuer une décomposition en
trois composantes : une composante structurelle u ∈ BV , une composante
de textures et une composante de bruit. Pour cela, nous commençons par
nous inspirer de l'idée de G.Gilboa et al. [39] où les auteurs utilisent le mo-
dèle ROF avec un coe�cient de régularisation adaptatif en vue de faire du
débruitage d'image préservant les textures.

L'idée est la suivante : soit λR ce coe�cient de régularisation adaptatif (ie
λR = λR(f)(x, y) où f est l'image à débruiter) :

ã si l'on est dans une région non texturée alors on peut augmenter la
régularisation en prenant λR élevé.

ã a contrario si l'on est dans une région texturée alors la régularisation
doit être plus faible sous peine de rejeter les textures du résultat.

Pour réaliser la décomposition u, v, w nous allons reprendre cette idée de co-
e�cient de régularisation non constant mais qui sera représentatif du contenu
local de l'image.

Nous étudierons ensuite l'utilisation des méthodes par seuillage de coe�-
cients, tout d'abord en examinant le travail de J.F.Aujol et A.Chambolle
[3]. Les auteurs proposent eux aussi un nouveau modèle de décomposition
en trois composantes en utilisant l'opérateur de seuillage doux WST . Nous
donnerons une description de leur modèle puis nous comparerons les deux
modèles (nous verrons qu'il existe un lien entre eux).
En�n, nous remplaçerons l'utilisation des ondelettes par les contourlets vues
au chapitre 1 a�n d'en examiner l'in�uence sur les performances de la dé-
composition.

3.1 Décomposition u, v, w adaptative

En nous basant sur les résultats proposés par J.F.Aujol sur la décomposition
en deux composantes et l'idée de G.Gilboa et al. [39] (idée de coe�cient de
régularisation adaptatif), nous proposons le modèle suivant (nous rappelons
que Gµ = {v ∈ G/‖v‖G 6 µ}) :

F JGλ,µ1,µ2
(u, v, w) = J(u)+J∗

(
v

µ1

)
+J∗

(
w

µ2

)
+(2λ)−1‖f−u−ν1v−ν2w‖2L2

(3.1)
où ν1 = ν1(f)(x, y), ν2 = ν2(f)(x, y) sont deux fonctions de R2 →]0; 1[ gé-
néralisant l'idée de coe�cient de régularisation adaptatif suivant la zone de
l'image dans laquelle on se situe. Les fonctions v et w pouvant être vues
toutes les deux comme oscillantes, nous les prendrons respectivement dans
Gµ1 et Gµ2 . La fonction u, quant à elle, sera prise dans l'espace BV .
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Dans [3], J.F.Aujol et A.Chambolle présentent un travail sur le calcul des
di�érentes normes. On peut voir que la norme sur l'espace G est plus faible
dans le cas d'un bruit que dans le cas d'une texture (plus une fonction est
oscillante, plus sa norme ‖.‖G est faible). Il nous faut donc choisir µ2 < µ1

a�n que la composante v représente bien les textures et w la composante
bruit.
La solution du problème précédent est donné par la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Soient u ∈ BV , v ∈ Gµ1 , w ∈ Gµ2 représentant respec-
tivement les composantes géométrique, texture et bruit issues de la décomposi-
tion de l'image et (ν1(f)(x, y), ν2(f)(x, y)) deux fonctions de R2 →]0; 1[ �xées
et supposées être beaucoup plus régulières que les fonctions v et w. Alors la
solution de

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ1×Gµ2

inf F JGλ,µ1,µ2
(u, v, w) (3.2)

est donnée par

û = f − ν1v̂ − ν2ŵ − PGλ
(f − ν1v̂ − ν2ŵ) (3.3)

v̂ = PGµ1

(
f − û− ν2ŵ

ν1

)
(3.4)

ŵ = PGµ2

(
f − û− ν1v̂

ν2

)
(3.5)

où les PGµ sont les projecteurs non-linéaires introduits par A. Chambolle
(voir [20]).

Preuve:

Commençons par chercher la solution par rapport à u (le calcul est similaire
à celui e�ectué dans [20], nous allons donc en donner une version rapide ici) :
on applique le principe d'Euler-Lagrange à (3.2) par rapport à u :

− 1
λ

(f − u− ν1v − ν2w) + ∂J(u) 3 0 (3.6)

⇔ u ∈ ∂J∗
(

1
λ

(f − u− ν1v − ν2w)
)

(3.7)

on rajoute f − u− ν1v − ν2w de chaque coté puis on multiplie par 1
λ

f − u− ν1v − ν2w + u ∈ f − u− ν1v − ν2w + (3.8)

∂J∗
(

1
λ(f − u− ν1v − ν2w)

)
1
λ

(f − ν1v − ν2w) ∈ 1
λ(f − u− ν1v − ν2w) + (3.9)

1
λ∂J

∗ ( 1
λ(f − u− ν1v − ν2w)

)
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posons η = (f − u− ν1v − ν2w)/λ on a alors

1
λ

(f − ν1v − ν2w) ∈ η +
1
λ
∂J∗(η). (3.10)

La solution est alors donnée par

η = PG

(
1
λ

(f − ν1v − ν2w)
)

=
1
λ
PGλ

(f − ν1v − ν2w). (3.11)

En réinjectant η et en isolant u on obtient le résultat :

û = f − ν1v − ν2w − PGλ
(f − ν1v − ν2w). (3.12)

Démontrons le lemme suivant a�n de démontrer les relations donnant v̂ et
ŵ :

Lemme 3.1.2 Soient f ∈ L2(R2), v ∈ Gµ et ν(x, y) une fonction de R2 →
]0; 1[ �xée et su�samment régulière par rapport à v, alors

v̂ = arg
v∈Gµ

inf
{

(2λ)−1‖f − νv‖2L2 + J∗
(
v

µ

)}
(3.13)

est donné par

v̂ = PGµ

(
f

ν

)
(3.14)

Preuve:

Rappelons que J∗ est la fonction indicatrice sur l'espace G1 ; en posant η = v
µ

et en prennant l'équation d'Euler-Lagrange par rapport à η de (3.13), nous
obtenons

−µν
λ

(f − µνη) + ∂J∗(η) 3 0. (3.15)

Donc

µ2ν2η − µνf + λ∂J∗(η) 3 0 (3.16)

⇔ η − f

µν
+

λ

µ2ν2
∂J∗(η) 3 0. (3.17)

Or l'on suppose que ν est su�samment régulière par rapport à v (on entend
par là que par rapport à l'échelle des variations rapides de v, ν se comporte
comme une constante). On peut donc considérer que le terme λ

µ2ν2 se com-

porte comme une constante face à ∂J∗(η).
Donc

η̂ = PG

(
f

µν

)
=

1
µ
PGµ

(
f

ν

)
. (3.18)
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Finalement on obtient

v̂ = PGµ

(
f

ν

)
(3.19)

n

En appliquant ce lemme tout d'abord par rapport à v, puis par rapport à w
à F JGλ,µ1,µ2

(u, v, w) on obtient facilement les expressions de v̂ et ŵ énoncées
dans la proposition 3.1.1.

n

3.1.1 Algorithme numérique.

Suivant le contenu de l'image, le comportement de l'algorithme doit être le
suivant :

� Dans une partie de l'image contenant de la texture et du bruit : ν1 doit
être faible a�n de renforcer v et a contrario ν2 doit être proche de 1 a�n
de modéliser l'absence de bruit,

� Dans une partie de l'image ne contenant que du bruit : ν1 doit être proche
de 1 a�n de modéliser l'absence de texture et ν2 doit être proche de 0 pour
prendre en compte le bruit.

Si nous partons du fait que les rôles des fonctions ν1 et ν2 sont complémen-
taires, une hypothèse évidente consiste à prendre ν2 = 1− ν1.

Concernant le choix des fonctions νi, nous nous plaçons dans le cadre d'un
bruit additif et nous pouvons donc considérer la composante texture ortho-
gonale au bruit. La variance d'une zone comportant à la fois de la texture et
du bruit sera plus importante que la variance d'une zone ne possédant pas de
texture. Nous pouvons donc nous servir d'un calcul de variance �local� pour
construire une carte des zones texturées ou non. En pratique, la valeur de ν
prise aux coordonnées (i, j), correspondra à la variance calculée sur une fe-
nêtre carrée de taille L×L, centrée en (i, j) dans l'image f . La taille de cette
fenêtre ne devant être ni trop petite, ni trop grande a�n d'obtenir un bon
compromis entre estimation correcte de la variance et localité dans l'image.
Un exemple de fonction ν est illustré sur la �gure 3.2. Nous requanti�ons
cette fonction de pondération ν de telle sorte que ν ∈]0; 1[ a�n de respecter
les hypothèses de la proposition 3.1.1.

L'algorithme numérique associé est le suivant

Etape 1 : Initialisation : u0 = v0 = w0 = 0
Etape 2 : Calcul de ν1 et ν2 à partir de f
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Fig. 3.2 � Exemple de fonction de pondération ν (à gauche l'image initiale
bruitée, à droite la fonction de pondération correspondante)

Etape 3 : Calcul de wn+1 = PGµ2

(
f−un−ν1vn

ν2

)
Etape 4 : Calcul de vn+1 = PGµ1

(
f−un−ν2wn+1

ν1

)
Etape 5 : Calcul de un+1 = f−ν1vn+1−ν2wn+1−PGλ

(f−ν1vn+1−ν2wn+1)
Etape 6 : On stoppera la décomposition, soit par un critère d'arrêt sur l'er-
reur commise (max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 − wn|} 6 ε) ou par un
critère sur un nombre prescrit d'itérations. Si le critère d'arrêt n'est pas
satisfait on retourne à l'étape 3.

Nous présentons sur la �gure 3.3 les résultats obtenus avec cet algorithme.
La première ligne donne l'image initiale ainsi que sa version bruitée (bruit
gaussien, σ = 20) utilisées. La deuxième ligne présente respectivement les
composantes u et v, w étant visible sur la troisième ligne. Les paramètres
utilisés sont : λ = 10, µ1 = 1000, µ2 = 1, deux itérations pour la convergence
de la décomposition et une taille de quinze pixels pour la fenêtre d'analyse
lors de la construction des νi.

On peut voir que les résultats obtenus sont conformes à ce que l'on pouvait
attendre de cette modélisation. Le fait d'imposer des valeurs de normes très
di�érentes pour les fonctions v et w permet bien de séparer le bruit des tex-
tures. On peut toutefois remarquer que du bruit persiste dans la composante
v et que des résidus de texture sont aussi présents dans la composante bruit.
A�n de pouvoir apprécier l'intérêt de la notion de localité apportée par les
fonctions νi, nous présentons sur la �gure 3.4 les résultats du même algo-
rithme dans lequel les fonctions νi ont été supprimées du modèle (les autres
paramètres restent inchangés) :
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F̃ JGλ,µ1,µ2
(u, v, w) = J(u) + J∗

(
v

µ1

)
+ J∗

(
w

µ2

)
+ (2λ)−1‖f − u− v − w‖2L2

(3.20)
On peut constater que sans la notion de localité, une quantité importante de
bruit reste présente dans la composante textures. Le fait d'utiliser ces fonc-
tions de pondération νi permet donc d'améliorer très nettement la séparation
du bruit et des textures.

3.2 Algorithme de Aujol-Chambolle

Dans [3], J.F.Aujol et A.Chambolle proposent le modèle suivant pour e�ec-
tuer la décomposition en trois composantes.

FAC2
λ,µ,δ(u, v, w) = J(u)+J∗

(
v

µ

)
+B∗

(w
δ

)
+(2λ)−1‖f−u−v−w‖2L2 (3.21)

où u ∈ BV ,v ∈ Gµ, w ∈ Eδ avec

Eδ =
{
w ∈ Ḃ∞−1,∞/‖w‖Ḃ∞−1,∞

6 δ
}

(3.22)

et B∗(w) est dé�ni par 2.90

Les auteurs montrent alors la proposition suivante

Proposition 3.2.1 La solution au problème

(û, v̂, ŵ) = arg
u∈BV,v∈Gµ,w∈BEδ

inf FAC2
λ,µ,δ(u, v, w) (3.23)

est donnée par

û = f − v̂ − ŵ − PGλ
(f − v̂ − ŵ) (3.24)

v̂ = PGµ(f − û− ŵ) (3.25)

ŵ = PEδ
(f − û− v̂) = f − û− v̂ −WST (f − û− v̂, 2δ) (3.26)

où WST (f− û− v̂, 2δ) est l'opérateur de seuillage doux des coe�cients d'on-
delette (Wavelet Soft Thresholding).

J.F.Aujol et al. donnent une preuve de cette proposition dans [3].

L'algorithme numérique associé est décrit ci-après

Etape 1 : Initialisation : u0 = v0 = w0 = 0
Etape 2 : Calcul de wn+1 = f − un − vn −WST (f − un − vn, 2δ)
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Fig. 3.3 � Algorithme JG : résultats obtenus à partir de la fonctionnelle
F JGλ,µ1,µ2

Etape 3 : Calcul de vn+1 = PGµ(f − un − wn+1)
Etape 4 : Calcul de un+1 = f − vn+1 − wn+1 − PGλ

(f − vn+1 − wn+1)
Etape 5 : On stoppera la décomposition, soit par un critère d'arrêt sur l'er-
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Fig. 3.4 � Algorithme JG : résultats obtenus à partir de la fonctionnelle
F̃ JGλ,µ1,µ2

(sans les fonctions νi)

reur commise (max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 − wn|} 6 ε) ou par un
critère sur un nombre prescrit d'itérations. Si le critère d'arrêt n'est pas
satisfait on retourne à l'étape 2.
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La �gure 3.5 illustre la décomposition obtenue par cet algorithme sur l'image
de test de la �gure 3.3 (la première ligne rappelant l'image initiale et sa
version bruitée). La deuxième ligne donne les composantes u et v, la troi-
sième quant à elle illustre la composante bruit. Les paramètres utilisés sont
µ = 100, λ = 1, κ = 0.3, σ = 20.

On peut voir que la partie texture est mieux débruitée par cet algorithme que
dans le cas de notre modélisation, toutefois un plus gros résidu de texture
est aussi perdu dans la composante bruit.

3.3 Comparaison entre les deux modèles.

Nous pouvons constater que les résultats obtenus en sortie des deux algo-
rithmes sont visuellement très proches. Nous nous sommes donc demandé si
un lien pouvait exister entre les deux modèles. Si l'on examine de plus près
les résultats obtenus par les deux algorithmes d'une part sur l'images globale
et d'autre part sur des zooms (voir la �gure 3.6) nous pouvons constater que
le bruit semble mieux modélisé dans l'algorithme de Aujol-Chambolle (AC2)
(par l'utilisation des espaces de Besov). Toutefois l'algorithme AC2 rejette
une plus grande part d'information sur la texture dans la composante bruit
(ce qui représente une information perdue si l'on se place dans le cadre de
la restauration dont le but est de recomposer u+ v dans le cadre du modèle
AC2 ou u+ ν1v dans notre cas, voir la �gure 3.6).

Le bruit est mieux modélisé dans le cas de l'algorithme AC2 car l'espace de
Besov correspond plus à la vraie nature du bruit (du type distributions) à
l'instar de notre modélisation qui utilise l'espace G. A l'inverse, la notion de
décomposition adaptative locale dans l'image que nous avons introduit nous
permet de réduire la quantité de résidu de texture extraite dans la com-
posante bruit (w). Une nouvelle question apparaît naturellement : peut-on
�uni�er� ces deux modèles a�n de conserver cette notion de décomposition
adaptative locale avec l'utilisation de l'espace Ḃ∞−1,∞ ?

Nous examinons cette possibilité dans la section suivante.

3.4 �Uni�cation� des deux modèles.

Nous avons vu précédemment que chacun des modèles JG et AC2 possé-
daient leur point fort :

� la notion de localité de la décomposition dans notre modèle (modèle JG),
� l'utilisation de l'espace Ḃ∞−1,∞ mieux adapté à la modélisation du bruit
dans le modèle de J.F.Aujol et A.Chambolle (AC2).
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Fig. 3.5 � Algorithme AC2 : résultats de décomposition obtenus par la fonc-
tionnelle FAC2

λ,µ,δ

Il semble donc intéressant d'examiner la possibilité de réunir ces deux points
forts dans une même modélisation. Nous proposons donc d'utiliser le modèle
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Fig. 3.6 � Comparaison entre l'algorithme de Aujol et al. et notre algorithme
sur des zooms. La colonne de droite correspond à l'algorithme AC, la colonne
de gauche à l'algorithme JG (les images étant respectivement de haut en bas :
u, v, w, partie restaurée).

décris par 3.27.

F JG2
λ,µ,δ(u, v, w) = J(u) + J∗

(
v

µ

)
+B∗

(w
δ

)
+ (2λ)−1‖f − u− ν1v − ν2w‖2L2

(3.27)



3.4. �UNIFICATION� DES DEUX MODÈLES. 97

Nous cherchons alors la solution du problème suivant

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ×BEδ

inf F JG2
λ,µ,δ(u, v, w) (3.28)

Nous retrouvons dans ce modèle généralisé nos fonctions de régularisation
adaptatives ν1 et ν2 pondérant les composantes v et w et nous imposons
bien que w ∈ BEδ

. La solution à ce modèle est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 3.4.1 Soient u ∈ BV , v ∈ Gµ, w ∈ BEδ
représentant respecti-

vement les composantes géométrique, texture et bruit issues de la décomposi-
tion de l'image et (ν1(f)(x, y), ν2(f)(x, y)) deux fonctions de R2 →]0; 1[ �xées
et supposées être beaucoup plus régulières que les fonctions v et w. Alors la
solution de

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ×BEδ

inf F JG2
λ,µ,δ(u, v, w) (3.29)

est donnée par

û = f − ν1v̂ − ν2ŵ − PGλ
(f − ν1v̂ − ν2ŵ)

v̂ = PGµ

(
f − û− ν2ŵ

ν1

)
ŵ =

f − û− ν1v̂

ν2
− λ

δν2
2

WST

(
δν2

λ
(f − û− ν1v̂) ;

2δ2ν̃2
2

λ

)
où PGλ

est le projecteur non-linéaire introduit par A.Chambolle (voir [20]) et
WST (f, δ) est l'opérateur de seuillage doux des coe�cients de la décomposi-
tion en ondelette de f et ν̃2 est une version pyramidale de ν2 (voir la �g 3.7).

Preuve:

La démonstration concernant la minimisation par rapport à u et à v se fait
exactement de la même manière que dans la démonstration de la proposi-
tion 3.1.1 en utilisant le lemme 3.1.2 pour la composante v. Il nous reste à
démontrer le résultat dans le cas de la composante w.

Supposons u et v �xés, il nous faut donc trouver

ŵ = arg
w∈BEδ

inf
{

(2λ)−1 ‖f − u− ν1v − ν2w‖2L2 +B∗
(w
δ

)}
(3.30)

Pour cela commençons par montrer le lemme suivant
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Lemme 3.4.2 Soient f ∈ L2, w ∈ BEδ
et une fonction ν(x, y) de R2 →]0; 1[

�xée et supposée être très régulière par rapport à w. La solution ŵ de

ŵ = arg
w∈BδE

inf
{

(2λ)−1‖f − νw‖2L2 +B∗
(w
δ

)}
(3.31)

est donnée par

ŵ =
f

ν
− λ

δν2
WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
(3.32)

.

Preuve:

On di�érentie par rapport à w la fonctionnelle dé�nie en (3.31) en utilisant
le principe d'Euler-Lagrange

0 ∈ −ν
λ

(f − νw) +
1
δ
∂B∗

(w
δ

)
(3.33)

⇔ w

δ
∈ ∂B

(
δν(f − νw)

λ

)
. (3.34)

Posons η = δν(f−νw)
λ . Alors

0 ∈ λ

δ2ν2
η − f

δν
+ ∂B(η) (3.35)

⇔ 0 ∈ η − δfν

λ
+
δ2ν2

λ
∂B(η). (3.36)

Or ceci découle de la formulation par Euler-Lagrange de

arg
η∈L2

inf

{
1
2

∥∥∥∥η − δfν

λ

∥∥∥∥2

L2

+
δ2ν2

λ
‖η‖B1

1,1

}
. (3.37)

D'après [21] et du fait que ν peut être considérée comme constante par
rapport à η, la solution est donnée par

η̂ = WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
(3.38)

où ν̃ est une version pyramidale de ν (voir la �gure 3.7) a�n d'avoir un
seuillage adaptatif propre à chacune des sous-bandes de la décomposition en
ondelette.
En réinjectant l'expression de η̂ on obtient

δfν

λ
− δν2ŵ

λ
= WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
(3.39)



3.4. �UNIFICATION� DES DEUX MODÈLES. 99

Fig. 3.7 � Fonction de pondération ν et sa version pyramidale ν̃

⇒ ŵ =
f

ν
− λ

δν2
WST

(
δfν

λ
;
2δ2ν̃2

λ

)
(3.40)

n

Grâce au lemme précédent, il su�t de remplacer f par f − u− ν1v et ν par
ν2 pour obtenir la �n de la démonstration de la proposition 3.4.1 :

ŵ =
f − u− ν1v

ν2
− λ

δν2
2

WST

(
δν2

λ
(f − u− ν1v) ;

2δ2ν̃2
2

λ

)
(3.41)

n

L'algorithme numérique associé est décrit ci-après

Etape 1 : Initialisation : u0 = v0 = w0 = 0
Etape 2 : Calcul de ν1, ν2 et ν̃2

Etape 3 : Calcul de wn+1 = f−u−ν1v
ν2

− λ
δν2

2
WST

(
δν2
λ (f − u− ν1v),

2δ2ν̃2
2

λ

)
Etape 4 : Calcul de vn+1 = PGµ

(
f−un−ν2wn+1

ν1

)
Etape 5 : Calcul de un+1 = f−ν1vn+1−ν2wn+1−PGλ

(f−ν1vn+1−ν2wn+1)
Etape 6 : On stoppera la décomposition, soit par un critère d'arrêt sur l'er-
reur commise (max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 − wn|} 6 ε) ou par un
critère sur un nombre prescrit d'itérations. Si le critère d'arrêt n'est pas
satisfait on retourne à l'étape 3.

La �gure 3.8 donne les résultats obtenus à partir de cet algorithme uni�é. Les
paramètres utilisés sont µ = 1000, λ = 5, σ = 20, κ = 0.3 (nous rappelons
que κ est un paramètre de permettant d'ajuster le seuil optimal calculé par
D.Donoho) et une taille de fenêtre d'analyse de 7× 7 pixels.
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Fig. 3.8 � Algorithme JG2 : en haut se trouvent l'image bruitée ainsi que la
composante u ; en bas les composantes v et w.

On peut clairement constater que l'ajout de la notion de localité dans le
seuillage des coe�cients d'ondelette permet de réduire la quantité d'infor-
mation texture présente dans la composante bruit. Par ailleurs, l'utilisation
de l'espace Ḃ∞−1,∞ permet d'obtenir des textures qui soient mieux débruitées.

3.5 Utilisation des contourlets

Nous venons de voir que l'espace de Besov Ḃ∞−1,∞ était un bon choix pour mo-
déliser le bruit. Par ailleurs, dans le chapitre 1 nous avons testé les contour-
lets comme une alternative aux ondelettes et mieux adaptées au cas de
certaines images. Nous proposons dans cette section d'examiner l'in�uence
de ce nouveau type de fonctions. Nous avons dé�ni dans la section 1.4.4 les
espaces de contourlets et avons proposé une norme (inspirée de celle sur les
espaces de Besov) associée à ces espaces. D'autre part, nous avons vu que
nous pouvions également dé�nir les opérateurs de seuillage doux et dur sur
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les coe�cients contourlets.

Nous proposons donc de remplacer l'utilisation des ondelettes dans le modèle
de Aujol-Chambolle et ainsi obtenir le modèle suivant,

F JG3
λ,µ,δ(u, v, w) = J(u)+J∗

(
v

µ

)
+J∗CT

(w
δ

)
+(2λ)−1‖f−u−v−w‖2L2 (3.42)

où J∗CT (f) est la fonction indicatrice sur l'ensemble des fonctions CT1 (où

CTδ =
{
f/‖f‖CT∞−1,∞

6 δ
}
, voir la section 1.4.4 pour la dé�nition de cette

norme).

J∗CT (f) =

{
0 si f ∈ CT1

+∞ sinon
(3.43)

Le triplet (û, v̂, ŵ) minimisant F JG3
λ,µ,δ(u, v, w) est donné par la proposition

suivante.

Proposition 3.5.1 Soient u ∈ BV , v ∈ Gµ, w ∈ CTδ représentant respecti-
vement les composantes géométrique, texture et bruit issues de la décomposi-
tion de l'image. Alors la solution de

(û, v̂, ŵ) = arg
(u,v,w)∈BV×Gµ×CTδ

inf F JG3
λ,µ,δ(u, v, w) (3.44)

est donnée par

û = f − v̂ − ŵ − PGλ
(f − v̂ − ŵ)

v̂ = PGµ (f − û− ŵ)
ŵ = f − û− v̂ − CST (f − û− v̂; δ)

où PGλ
est le projecteur non-linéaire introduit par A.Chambolle (voir [20])

et CST (f, δ) est l'opérateur de seuillage doux des coe�cients de la décom-
position contourlet de f − u− v.

Preuve:

Les expressions de û, v̂ sont obtenues exactement de la même manière que
dans la démonstration de la proposition 3.1.1. Le point particulier concerne
l'expression de ŵ en fonction du seuillage des coe�cients contourlets. Si l'on
cherche à minimiser F JG3

λ,µ,δ(u, v, w) par rapport à w, le problème revient à
trouver w solution de (on pose g = f − u− v)

ŵ = arg
w∈CTδ

min
{
‖g − w‖2L2

}
(3.45)
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nous allons remplacer ce problème par son problème dual : ŵ = g− ĥ tel que

ĥ = arg
h∈CT 1

1,1

min
{

2δ‖h‖CT 1
1,1

+ ‖g − h‖2L2

}
(3.46)

Nous utilisons alors la même approche que A.Chambolle et al. dans [21], no-
tons (cj,k,n)j∈Z,06k62(lj),n∈Z2 et (dj,k,n)j∈Z,06k62(lj),n∈Z2 les coe�cients issus

des décompositions contourlets respectives de g et h. Etant donné que les
contourlets forment une frame ajustée de borne égale à 1, on a (on notera
Ω = Z× J0, 2(lj)K× Z2)

‖g‖2L2
=

∑
(j,k,n)∈Ω

|cj,k,n|2 (3.47)

Alors on peut réécrire 3.46 de la manière suivante∑
(j,k,n)∈Ω

|cj,k,n − dj,k,n|2 + 2δ
∑

(j,k,n)∈Ω

|dj,k,n| (3.48)

ce qui est équivalent à la formulation �coe�cient à coe�cient�

|cj,k,n − dj,k,n|2 + 2δ|dj,k,n| (3.49)

Or dans [21], les auteurs montrent que la solution à ce type de problème
correspond au seuillage doux des coe�cients (cj,k,n) avec un seuil égal à δ.

Donc ĥ = CST (g, δ), ce qui entraîne par dualité que ŵ = g−CST (g, δ), soit

ŵ = f − û− v̂ − CST (f − û− v̂, δ) (3.50)

ce qui termine la démonstration.

n

L'algorithme numérique correspondant est donc le même que celui de J.F.Aujol
et al. à ceci près que l'on remplace le seuillage des coe�cients d'ondelette
par un seuillage des coe�cients contourlets.

Etape 1 : Initialisation : u0 = v0 = w0 = 0
Etape 2 : Calcul de wn+1 = f − u− v − CST (f − u− v, 2δ)
Etape 3 : Calcul de vn+1 = PGµ(f − un − wn+1)
Etape 4 : Calcul de un+1 = f − vn+1 − wn+1 − PGλ

(f − vn+1 − wn+1)
Etape 5 : On stoppera la décomposition, soit par un critère d'arrêt sur l'er-
reur commise (max{|un+1 − un|, |vn+1 − vn|, |wn+1 − wn|} 6 ε) ou par un
critère sur un nombre prescrit d'itérations. Si le critère d'arrêt n'est pas
satisfait on retourne à l'étape 2.

Les résultats obtenus avec l'utilisation des contourlets sont exposés �gure
3.9. L'e�et des contourlets permet d'obtenir des bords plus réguliers dans
l'image géométrique u et ainsi atténuer une partie de l'information géométri-
que restante dans la partie texture.
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Fig. 3.9 � Algorithme JG3 : en haut se trouvent l'image bruitée ainsi que
la composante u ; en bas les composantes v et w obtenue en utilisant un
débruitage par contourlets.

3.6 Evaluation des algorithmes

Comme à la section 2.4 du chapitre précédent, nous proposons d'évaluer les
performances des algorithmes F JG, FAC2 et F JG3. Pour cela, nous utilisons
les mêmes images d'objets et de textures qu'au chapitre précédent auquelles
nous rajoutons une composante de bruit gaussien de moyenne nulle et σ = 20
(voir la �gure 3.10). Nous mesurons la norme L2 des erreurs tout d'abord
entre le fond de référence et les composantes ũ puis entre les textures de
référence et les composantes ṽ obtenues par les di�érents algorithmes. De
plus nous rajoutons les mesures, proposées à la section 1.6, e�ectuées sur
la fonction d'autocorrélation des composantes w̃ a�n de pouvoir juger de la
qualité du bruit extrait.

Les paramètres ont été choisis comme étant ceux donnant les meilleurs résul-
tats visuels. Ces paramètres sont listés ci-après pour chacun des algorithmes :
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Fig. 3.10 � Les images de gauche sont les composantes objets et textures de
référence. L'image �nale de test à droite est composée des images de référence
additionnées d'un bruit gaussien.

� Algorithme F JG : λ = 10, µ1 = 1000, µ2 = 100 et une taille de fenêtre de
3× 3 pixels,

� Algorithme FAC2 : λ = 1, µ = 500 et δ = 9.4 (κ = 0.2 et σ = 20),
� Algorithme F JG3 : λ = 1, µ = 500 et δ = 23.5 (κ = 0.5 et σ = 20).

La �gure 3.11 donne les résultats obtenus en sortie des algorithmes.

Le tableau 3.1 donne les di�érentes mesures obtenues lors des tests.

Algorithme F JG FAC2 F JG3

‖ũ− uref‖L2 792.8 873.5 984.6

‖ṽ − vref‖L2 1844.9 2832.4 1598.6

‖γw − γwref
‖L2 423.2 423.5 255.3

Tab. 3.1 � Mesure obtenues pour l'évaluation des algorithmes de décompo-
sition u, v, w.

Nous pouvons constater que l'algorithme F JG donne l'erreur la plus faible
pour l'image des objets, une qualité de texture légèrement moins bonne que
l'algorithme F JG3 à base de contourlets. La qualité du bruit est quant à
elle équivalente à celle obtenue avec l'utilisation des espaces de Besov. L'al-
gorithme F JG3 fournit une qualité de bruit nettement meilleure pour une
qualité de texture elle aussi meilleure à l'instar d'une erreur sur les objets
plus importante. Toutefois l'information contenue dans les composantes ob-
jets issues des algorithmes F JG et F JG3 sont visuellement équivalentes.
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Fig. 3.11 � Résultats des di�érents algorithmes. Première ligne : algorithme
F JG, deuxième ligne : algorithme FAC2 et dernière ligne : algorithme F JG3.

3.7 Bilan

Dans ce chapitre, nous proposons d'étendre le principe de décomposition
d'image vu au chapitre précédent au cas d'images bruitées. Nous considérons
le bruit comme étant une composante à part entière dans le sens où nous
nous intéressons à ce que la qualité du bruit extrait soit elle aussi bonne.
Nous proposons dans un premier temps un algorithme basé sur une notion
de régularisation locale adaptative. Nous rappelons le modèle proposé par
J.F.Aujol et A.Chambolle utilisant les espaces de Besov pour modéliser le
bruit (par seuillage des coe�cients d'ondelettes). Nous proposons de rempla-
cer les ondelettes par les contourlets vues au chapitre 1.
Des tests faits à partir d'images de référence nous montrent que globalement
l'algorithme basé sur les contourlets nous donne les meilleurs résultats sur la
qualité des textures et du bruit extrait. L'algorithme utilisant la régularisa-
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tion locale adapative donne des résultats équivalent au niveau des textures,
une meilleure restitution des objets mais un bruit de moins bonne qualité.
L'algorithme basé sur les ondelettes donne les moins bon résultats, les deux
autres étant meilleurs, car ils respectent mieux la directionalité contenue
dans les images.



Chapitre 4

Applications

Nous avons vu dans les chapitres précédents que les travaux disponibles dans
la littérature sur la décomposition d'image montrent un gros e�ort en terme
de modélisation de l'image. Même si à l'origine, l'idée était de faire de la res-
tauration d'images, le champ d'applications possible de ce type de technique
a été assez peu exploré. Nous proposons dans ce chapitre deux applications
utilisant la décomposition en deux parties vue au chapitre 2. Nous nous inté-
ressons dans un premier temps au traitement du bruit de type multiplicatif
appliqué à des images issues de capteurs de type radar et imageur laser.
Dans un deuxième temps, nous examinons une propriété particulière de la
décomposition d'image mettant en avant les structures longilignes. Celle-ci,
couplée à des algorithmes de détection, nous a permis d'envisager une ap-
plication originale de détection de réseaux routiers en imagerie aérienne ou
satellitaire.

4.1 Débruitage de bruit de type speckle

4.1.1 Principe

Cette application fut étudiée en collaboration avec J.F.Aujol avant la mise
au point des algorithmes de décomposition u, v, w. Le bruit de type speckle
est un bruit du type multiplicatif. On le rencontre par exemple dans des
images du type radar (SAR) ou en imagerie active laser.

La méthode de décomposition exposée dans le chapitre 2 fait l'hypothèse de
l'additivité f = u+ v qui est inadaptée à un bruit de type multiplicatif. La
méthode la plus simple pour obtenir un modèle multiplicatif et conserver les
algorithmes de décomposition u, v est tout simplement d'utiliser la fonction
logarithme. Alors f = uv devient :

log(f) = log(u) + log(v) (4.1)

107
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Si l'on utilise les notations suivantes

f̃ = log(f) (4.2)

ũ = log(u) (4.3)

ṽ = log(v) (4.4)

on retrouve alors un modèle additif

f̃ = ũ+ ṽ (4.5)

Rq : en pratique on rajoutera 1 à f a�n d'éviter d'avoir le logarithme de 0.

Il ne reste qu'à obtenir la décomposition ũ et ṽ et de prendre l'exponentielle
de ũ a�n de retrouver la composante débruitée u.

4.1.2 Tests et résultats

Pour tester cet algorithme, nous disposions d'une image de synthèse sur la-
quelle un bruit multiplicatif de type gamma a été rajouté, une image de type
SAR fournie par le CNES, une image �ash laser. Ces images sont données
prespectivement �g.4.1, �g.4.2 et �g.4.3.

Fig. 4.1 � Image synthétique avec bruit multiplicatif de type Gamma.

Nous disposons également des images de référence pour les cas SAR et image
synthétique (voir les �gures 4.4 et 4.5).
Les �gures 4.6, 4.7 et 4.8 donnent les résultats obtenus par l'algorithme de
débruitage par décomposition d'images.
L'image laser donne le sentiment de n'être que partiellement débruitée mais
les �artefacts� restants sont dûs aux e�ets de turbulences de l'atmosphère
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Fig. 4.2 � Image SAR initiale.

qui in�uent sur la propagation du rayon laser (d'où une sorte de texture
surimposée à l'image).

Nous avons comparé nos résultats avec des images débruitées par les algo-
rithmes de �ltrage de Frost et Kuan (le choix de ces algorithmes s'est fait
principalement sur un critère de disponibilité, ces �ltres étant classiquement
utilisés dans le domaine de l'imagerie SAR, nous avons pu y avoir accès
au travers du logiciel ENVI à notre disposition). Nous rappelons les dé�ni-
tions de ces deux �ltres en 4.1.1 et 4.1.2. La �gure 4.9 regroupe les résultats
obtenus en appliquant ces �ltres sur l'image synthétique et sur l'image SAR.

Dé�nition 4.1.1 Le �ltre de Frost est un �ltrage de Wiener adaptatif qui
revient à convoluer les pixels de l'image f par un masque m de taille �xée.
Le masque m est une réponse impulsionnelle de type exponentielle dé�nie par

m(t) = exp (−KCf (t0)|t|) où Cf (t0) =
σf (t0)
f̄(t0)

(4.6)

où t0 représente les coordonnées du centre de la fenêtre, |t| la distance entre
le pixel considéré et t0, K est un paramètre du �ltre. Les quantités σf (t0) et
f̄(t0) sont respectivement l'écart-type et la moyenne de f sur la fenêtre.

Dé�nition 4.1.2 Le �ltre de Kuan est basé sur le critère MMSE (Minimum
Mean Square Error). On peut alors montrer que l'image estimée est donnée
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Fig. 4.3 � Image active laser initiale d'un blindé.

Fig. 4.4 � Image synthétique de référence.
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Fig. 4.5 � Image SAR de référence.

Fig. 4.6 � Image synthétique débruitée (µ = 500, λ = 0.5, 50 itérations).

par

f̂ = f̄ +
σ2(f − f̄)

σ2 + (f̄2 + σ2)/L
où σ2 =

Lσ2
f − f̄2

L+ 1
(4.7)

où f̄ et σf représentent respectivement la moyenne et la variance de l'image
f estimés sur une fenêtre de taille �xée et centrée sur le pixel à traiter,
le paramètre L est le rapport (moyenne du bruit)/(écart-type du bruit). Ce
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Fig. 4.7 � Image SAR débruitée (µ = 500, λ = 0.1, 50 itérations).

paramètre peut être soit fournit par l'opérateur ou être estimé dans une région
uniforme.

Si nous nous basons sur un critère purement visuel, nous constatons que
les résultats obtenus dans le cas de la décomposition d'image sont meilleurs
que ceux obtenus avec les �ltres de Kuan et Frost. Toutefois ce résultat
est à nuancer car si le contenu informationnel paraît e�ectivement mieux
exploitable, nous constatons que les contrastes ne sont pas respectés ce qui
peut être génant dans le cas où la notion de signature de certains matériaux
devrait être exploitée.
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Fig. 4.8 � Image active laser blindé débruitée (µ = 100, λ = 1, 50 itérations).
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Fig. 4.9 � Filtrage SAR classiques : Première ligne : Filtre de Frost (masque
de 15 pixels de large), Filtre de Frost (masque de 11 pixels de large), deuxième
ligne : Filtre de Kuan (masque de 7 pixels de large), Filtre de Kuan (masque
de 7 pixels de large).
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4.2 Détection d'objets longilignes

Cette application se base sur une propriété de la décomposition permettant
�d'intensi�er� la présence d'objets du type longilignes. Cette propriété a
trouvé une application dans la mise en place d'un outil destiné à soulager le
travail des interprètes images chargés d'extraire les réseaux routiers sur des
images aériennes ou satellitaires. En e�et, malgré certaines avancées dans le
domaine de la détection de réseaux routiers, ceux-ci se chargent toujours d'ef-
fectuer cette tâche fastidieuse manuellement. La quantité d'images à traiter
étant en constante augmentation, le besoin de disposer d'outils d'aide semi-
automatique est bien réel.

Le principe proposé se base sur une succession de trois phases :

� une première étape de décomposition d'image exacerbant les objets longi-
lignes,

� une deuxième étape permettant d'e�ectuer une première phase de détec-
tion, basée sur l'algorithme de détection d'alignement issu de la théorie de
la Gestalt,

� en�n une dernière étape dans laquelle chaque segment précédemment dé-
tecté est �transformé� en courbe déformable sur lesquelles nous appliquons
un algorithme de type snake. Le but de cette phase est d'obtenir une dé-
tection �nale la plus proche possible du réseau réel.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons ces di�érentes étapes ainsi que
quelques résultats obtenus.

4.2.1 Une propriété inattendue !

Lors d'expérimentations sur la décomposition u + v, nous avons remarqué
la propriété suivante : si l'on regarde la décomposition obtenue à partir de
l'image en haut de la �gure 4.10, nous pouvons remarquer que la portion
de chemin sur laquelle roule le véhicule est plus visible dans la composante
texture (cf. image du bas).

Au premier abord, ce comportement semble étrange car dans notre esprit une
route est plutôt considérée comme un �objet� �n et longiligne. D'un point
de vue mathématique, il est donc naturel de modéliser une route par une
fonction indicatrice longue et peu large que l'on s'attend donc à retrouver
dans la composante u. Le lemme suivant montre pourtant qu'il est normal
que ce type d'objet apparaisse e�ectivement dans l'espace des textures. Pour
cela, il su�t de montrer que la norme de ce type de fonction indicatrice dans
l'espace des textures n'est pas nulle.
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Fig. 4.10 � Constatation expérimentale : le chemin est mis en avant dans la
partie texture.

Lemme 4.2.1 Soit f la fonction indicatrice de l'ensemble EN dé�ni par

EN = [0, 1]× [0, N ] (4.8)

quand N est grand f correspondra à une route dans l'image. On a alors

‖f‖G ∈

[(
2 +

2
N

)−1

,
1
2

]
(4.9)

Preuve:

Soit la fonction θ dé�nie par

θ(t) =


t− 1

2 si 0 < t < 1
1
2 si t > 1
−1

2 si t 6 0

(4.10)
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alors

f = χEN
=

∂

∂x1

(
θ(x1)χ[0,N ](x2)

)
(4.11)

on a alors ∥∥θ(x1)χ[0,N ](x2)
∥∥
L∞

=
1
2

(4.12)

Ce qui nous fournit la borne supérieure. La borne inférieure est obtenue en
appliquant la propriété suivante

‖f‖G‖f‖BV >
∫
f2(x)dx = |EN | (4.13)

On en déduit

‖f‖G >
N

2N + 2
(4.14)

ce qui achève la démonstration.

n

La �gure 4.11 illustre cette propriété sur une imagette extraite d'une image
aérienne. On véri�e bien le fait que le réseau routier est mis en avant dans
l'image des textures.

Nous devons maintenant extraire le réseau routier proprement dit. Le choix
d'un algorithme de détection sera basé sur le fait que nous cherchons à dé-
tecter des objets longilignes.

4.2.2 Algorithme de détection des alignements.

Principe

Au paragraphe précédent, nous avons vu que les objets longilignes pouvaient
être mis en avant dans la partie texture de l'image, il nous faut maintenant
mettre en place un algorithme permettant des détecter des alignements de
pixels dans l'image. Une méthode bien adaptée à ce type d'objet est la mé-
thode de détection des alignements issue de la théorie de la Gestalt. Dans les
pages qui suivent, nous commençons par rappeler le principe et les résultats
théoriques de la méthode, pour cela nous donnons quelques dé�nitions de
base en reprennant les références [26],[27].

La méthode est basée sur le principe de Helmhotz : un évènement1 sera d'au-
tant plus signi�catif qu'il aura peu de chance d'apparaître (autrement dit un
évènement ayant une probabilité d'apparition très faible sera e�ectivement
signi�catif si il apparaît).

1Un évènement peut, par exemple, être une con�guration géométrique particulière (�x
points sont alignés le long d'un segment de longueur l�).
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Fig. 4.11 � Image aérienne (en haut à gauche) et sa décomposition (compo-
sante BV en haut à droite, composante texture en bas).

En pratique, il est souvent di�cile de calculer la probabilité d'un évènement,
on préfère calculer l'espérance de ces évènements étant donné que l'on cherche
des probabilités faibles (inégalité de Markov : soit C un évènement, P(C) 6
E(C), de plus en pratique le calcul d'une espérance est un simple comptage
des di�érents évènements). En se basant sur ce principe, il est possible de
dé�nir la notion d'évènement ε-signi�catif :

Dé�nition 4.2.2 (Evènement ε-signi�catif)
Nous dirons qu'un évènement est ε-signi�catif si l'espérance dans l'image du
nombre d'occurences de cet évènement est inférieure à ε (sous l'hypothèse
d'une distribution de la fréquence d'apparition uniforme).

Appliquons cette dé�nition à un évènement Ei ayant certaines caractéris-
tiques, nous notons sa probabilité d'apparition p. En faisant l'hypothèse
d'indépendance entre les évènements, nous pouvons déduire que la proba-
bilité qu'au moins k évènements ayant les mêmes caractéristiques parmi les
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n observés est

B(n, k, p) =
n∑
i=k

(
l
k

)
pi(1− p)n−i (4.15)

(⇔ queue de la loi binômiale)

Nous pouvons ensuite dé�nir la notion du Nombre de Fausses Alarmes (NFA)
(c'est à dire l'espérance du nombre d'évènements arrivant par hasard) :

NFA = NconfB(n, k, p) (4.16)

où Nconf est le nombre de tests e�ectués sur l'image. On dira alors qu'un
évènement est ε-signi�catif si NFA 6 ε.

Pour pouvoir appliquer ce principe à la détection d'alignement, il nous faut
commencer par dé�nir d'un point de vue mathématique la notion d'aligne-
ment de points. Pour cela, nous utilisons des outils de géométrie appliquée.
Soit v l'image en niveau de gris de taille N × N à analyser, nous pouvons
dé�nir le vecteur direction du gradient

dir(i, j) =
1

‖
−→
D‖

−→
D (4.17)

où

−→
D =

1
2

(
−[v(i, j + 1) + v(i+ 1, j + 1)] + [v(i, j) + v(i+ 1, j)]
[v(i+ 1, j) + v(i+ 1, j + 1)]− [v(i, j) + v(i, j + 1)]

)
(4.18)

on dira alors que deux points X et Y ont la même direction avec la précision
p = 1

n (en pratique on choisit 2 < n 6 16) si

Angle(dir(X), dir(Y )) 6
2π
n

(4.19)

En se basant sur le principe de Helmholtz vu précédemment, on considère
les directions en chacun des points d'une image comme étant une variable
aléatoire distribuée de manière uniforme. On peut donc interpréter p comme
étant la probabilité que deux points indépendants aient la même direction.
Soit A un segment de longueur l, composé des points x1, ..., xl, on notera Xi

la variable aléatoire telle que

Xi =

{
1 si le pixel xi est aligné avec la direction de A.

0 sinon
(4.20)

Les variables Xi sont alors distribuées selon une loi de Bernoulli

P [Xi = 1] = p et P [Xi = 0] = 1− p (4.21)
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On peut ensuite dé�nir une variable aléatoire représentant le nombre de
points xi ayant la bonne direction par

Sl = X1 +X2 + . . .+Xl (4.22)

En faisant l'hypothèse de l'indépendance des Xi, la variable Sl est donnée
par une distribution binômiale

P [Sl = k] =
(
l
k

)
pk(1− p)l−k (4.23)

Nous cherchons maintenant à savoir si un segment de longueur l donné est
ε−signi�catif ou non par rapport aux autres segments de l'image. Pour cela,
notons m(l) le nombre de segments orientés de longueur l dans l'image (que
l'on supposera de taille N ×N). Il est possible de montrer que

lmax∑
l=1

m(l) ≈ N4 (4.24)

On dé�nit alors le seuil de détection par

Dé�nition 4.2.3 On appellera �seuil de détection� la famille des valeurs
positives notées w(l, ε,N), pour 1 6 l 6 lmax telle que

lmax∑
l=1

w(l, ε,N)m(l) 6 ε (4.25)

Les auteurs de [26, 27] donnent alors une dé�nition générale d'un segment
ε-signi�catif.

Dé�nition 4.2.4 Un segment de longueur l est ε-signi�catif dans une image
N × N si il contient au moins k(l) points ayant leur direction alignée avec
celle du segment. La variable k(l) est donnée par

k(l) = min{k ∈ N,P[Sl > k] 6 w(l, ε,N)} (4.26)

Le problème de cette formulation est que l'on ne connaît pas, a priori, la loi
de probabilité P. A�n de palier ce problème, on remarque que si l'on note,
pour 1 6 i 6 N4, ei l'évènement �le i-ème segment est ε-signi�catif� et χei

la fonction caractéristique de l'évènement ei alors on a

P[χei = 1] = P[Sli > k(li)], li = longueur du i-ème segment (4.27)

Soit R la variable aléatoire représentant le nombre exact de fois où les
évènements ei apparaîssent simultanément dans l'image. On a donc R =
χe1 + χe2 + . . .+ χeN4 et le calcul de l'espérance donne

E(R) = E(χe1) + E(χe2) + . . .+ E(χeN4 ) =
lmax∑
l=1

m(l)P[Sl > k(l)] (4.28)
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En pratique, il est beaucoup plus facile de calculer l'espérance de R que de
connaître la loi de probabilité P[Sl > k(l)] (cette loi n'étant pas triviale à
déterminer, notamment car les évènements ei ne sont pas indépendants). En
utilisant les relations 4.26 et 4.25, on obtient

E(R) 6
lmax∑
l=1

w(l, ε,N)m(l) 6 ε (4.29)

Il reste à discuter du choix de la famille de seuils de détection w(l, ε,N). Dans
[26, 27] les auteurs font remarquer que le nombre de segments de longueur
l dans une image de taille N × N est de l'ordre de N3 donc m(l) ≈ N3.
Si l'on ne s'intéresse qu'aux segments de longueur l alors on peut prendre
w(l, ε,N) = ε

N3 . Si maintenant nous faisons le choix de ne pas privilégier des
longueurs de segment particulières, un choix possible est de supposer que la
longueur des segments dans l'image est répartie suivant une loi uniforme, ce
qui nous donnera :

∀l > 1 w(l, ε,N) =
ε

N4
(4.30)

La dé�nition �nale d'un segment ε−signi�catif est la suivante :

Dé�nition 4.2.5 Un segment A de longueur l est ε−signi�catif dans une
image N ×N si il contient au moins k(l) points ayant leur direction alignée
avec celle du segment A, où k(l) est donné par

k(l) = min{k ∈ N,P[Sl > k] 6
ε

N4
} (4.31)

En�n, nous pouvons dé�nir le Nombre de Fausses Alarmes :

Dé�nition 4.2.6 Soit A un segment de longueur l0 composé de k0 points
ayant leur direction alignée sur celle de A. Le Nombre de Fausses Alarmes
est donné par

NFA(l0, k0) = N4P[Sl0 > k0] = N4
l0∑

k=k0

(
l0
k

)
pk(1− p)l0−k (4.32)

Dans [26, 27] les auteurs montrent la proposition suivante

Proposition 4.2.7 Soit A = (l0, k0) un segment alors NFA(A) est le plus
petit ε tel que A soit ε−signi�catif.

Les expériences menées par les auteurs de [26, 27] montrent qu'un même
évènement peut donner lieu à plusieurs détections (par exemple pour un
même alignement on aura plusieurs segments parallèles, des problèmes sur
la précision des directions,...) la cause étant en fait la précision limitée dans
les images (dûe au procédé d'acquisition). Or des études psychovisuelles
montrent que l'être humain corrige ce problème grâce au principe d'exclu-
sion :
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Dé�nition 4.2.8 (Principe d'exclusion) Soient A et B deux évènements ob-
tenus à partir de la même loi de la Gestalt. Alors aucun point x n'est autorisé
à appartenir à A et B simultanément. Donc x ∈ A ou x ∈ B.

On va donc appliquer ce principe à la détection des alignements. Pour cela,
il nous faut tout d'abord dé�nir la notion de segment maximal :

Dé�nition 4.2.9 (Segment maximal) Un segment A est dit maximal si

1. Il ne contient pas d'autres segments signi�catifs

⇔ ∀B ⊂ A,NFA(B) > NFA(A) (4.33)

2. Il n'est pas contenu par un autre segment signi�catif

⇔ ∀B ⊃ A,NFA(B) > NFA(A) (4.34)

On dira qu'un segment est maximal signi�catif si il est à la fois maximal et
signi�catif.

Les mêmes auteurs montrent qu'un segment maximal à les propriétés sui-
vantes :
� les deux extrémités de A ont leurs directions alignées avec celles de A,
� les deux points suivant les extrémités de A n'ont pas leur directions ali-
gnées avec celle de A.

Le principe d'exclusion appliqué dans le cadre de la détection d'alignements
nous donne l'algorithme suivant

1. On établit une liste L de tous les intervalles I sur une ligne commençant
par un point aligné précédé par un point non-aligné et �nissant par un
point aligné suivit par un point non aligné.

2. On considère toutes les paires (I, J) (où I, J ∈ L) telles que I ⊂ J . Si
J est plus ou autant signi�catif que I alors on retire I de la liste.

3. On retourne à l'étape 1 jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de paires possibles.

Au �nal, on obtient tous les segments maximaux signi�catifs de la ligne. On
applique la méthode pour toutes les lignes possibles de l'image a�n d'obtenir
tous les segments maximaux signi�catifs de l'image.

Expérimentations

Les images à notre disposition sont des images acquises dans le domaine
optique sur la région de la ville de Marseille ( c©CNES-DGA). Dans un pre-
mier temps, nous avons extrait une portion contenant peu de routes (voir
�gure 4.12) a�n de valider le concept sur une image de taille raisonnable
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(300× 300). Ensuite nous appliquerons le même algorithme de détection sur
deux images dont les tailles correspondent plus aux images réellement mani-
pulées. L'une de ces deux images contient majoritairement une zone de type
agricole et l'autre image contient à la fois une zone de type agricole et une
zone de type urbaine (voir les �gures 4.13 et 4.14). Les images présentées
ici ont été retouchées a�n d'augmenter leur contraste pour des raisons de
visibilité dans ce manuscrit.

Fig. 4.12 � Imagette de test

Nous considérons ici que les images ne sont pas bruitées et par conséquent
utilisons une décomposition en deux parties obtenue grâce à la fonction-
nelle FAUλ,µ (u, v) vue au paragraphe 2.2.5. La première étape a consisté tout
d'abord à étudier l'in�uence des paramètres de l'algorithme de décomposition
d'image. Pour cela, nous avons fait varier ces paramètres dans les gammes
suivantes µ ∈ [0.1; 5000] et λ ∈ [0.1; 100] avec un pas variable augmentant
au fur et à mesure que les paramètres eux-mêmes augmentaient. Pour des
raisons de temps de calcul, nous avons fait ce test uniquement sur l'imagette
de test. En pratique, nous avons obtenu 1080 décompositions di�érentes. Les
�gures 4.15, 4.16 et 4.17 illustrent le comportement de la décomposition vis
à vis de ces paramètres.

Tout d'abord, si nous examinons l'in�uence du paramètre µ, nous pouvons
observer pour µ = 0.2 (donc µ faible) que la partie texture est plus proche
d'une image de �bruit� où les routes ne sont pas spécialement mise en avant
par rapport au reste de l'image. A l'inverse, le cas µ = 5000 permet d'obser-
ver nettement le réseau routier et quelques textures présentes dans l'image.
Ce comportement s'explique tout simplement par la dé�nition même de la
norme sur l'espace G ; en e�et nous avons vu que, plus le signal était �os-
cillant�, plus sa norme sur cet espace était faible. Or rappelons que lorsque
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Fig. 4.13 � Zone agricole
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Fig. 4.14 � Zone agricole + urbain
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Fig. 4.15 � Décomposition de l'imagette obtenue pour µ = 0.2 et λ = 0.1.

Fig. 4.16 � Décomposition de l'imagette obtenue pour µ = 5000 et λ = 0.1

Fig. 4.17 � Décomposition de l'imagette obtenue pour µ = 5000 et λ = 90
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l'on �xe une valeur de µ faible dans l'algorithme, cela correspond à la norme
maximale de la partie texture. Par conséquent cette partie extraite contien-
dra en réalité les parties bruitées de l'image. Tandis que lorsque l'on �xe une
valeur élevée de µ, nous allons e�ectivement obtenir uniquement des textures
et en particulier le réseau routier.

Deuxième examen, l'in�uence du paramètre λ. Nous voyons très nettement
que ce paramètre joue sur le �lissage� de la composante dans l'espace BV .
En e�et, plus λ est important, plus la partie BV sera lissée, cela signi�e que
ce qui peut être vu comme des transitions dans l'image (notamment comme
les bords des parcelles des champs) sera considéré comme une oscillation
dans l'image et donc rejeté dans la composante texture. L'inconvénient pour
l'application que nous visons dans ce paragraphe est que les bords de ces
parcelles deviennent elles-aussi non négligeables par rapport au réseau rou-
tier. Nous risquons donc de détecter des alignements qui ne font pas partie
de ce que nous cherchons.

Cela nous amène maintenant à la deuxième étape : la détection elle-même.
Nous appliquons l'algorithme de détection des alignements à chacune des
composantes textures vues précédemment. Premier résultat : la détection sur
la partie texture de la �gure 4.15 ne donne aucun résultat (aucun segment
détecté), en e�et l'image étant trop bruitée, aucun alignement n'est considéré
comme signi�catif. La �gure 4.18 montre les segments détectés sur les deux
autres composantes textures (à gauche pour λ = 0.1, à droite pour λ =
90). Les paramètres de l'algorithme de détection des alignements sont les
suivants : une précision de 16 (valeur par défaut), un nombre de directions de
recherche de 192 (a�n d'avoir une résolution en terme de direction su�sament
�ne), une norme minimum du gradient dé�nissant une direction égale à 2
(valeur par défaut) et ε = 10−15 (cette valeur a été retenue après quelques
essais du fait qu'elle donnait le minimum de fausses alarmes, des valeurs plus
faibles donnent des résultats similaires).
Le comportement de l'algorithme de détection des alignements est conforme
à ce que l'on attendait, les routes sont e�ectivement détectées. Dans le cas
où λ = 90, l'algorithme détecte e�ectivement les bords les plus prononcés
des parcelles agricoles. Le principe de détection de réseau routier est donc
viable sur cette image de test ; il nous faut donc le tester sur les images plus
complexes des �gures 4.13 et 4.14. Etant donné les résultats précédents et la
motivation de minimiser les temps de calculs, nous choisissons directement
les paramètres µ et λ respectivement égaux à 5000 et 0.2. Les composantes
textures obtenues sont visibles sur les �gures 4.19 et 4.20 (la dynamique
de ces images a été retouchée a�n d'en améliorer la visualisation dans ce
manuscrit).
Les résultats de l'algorithme de détection des alignements sont donnés sur
les �gures 4.21 et 4.22. Les paramètres utilisés sont respectivement une pré-
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Fig. 4.18 � Segments détectés pour µ = 5000, λ = 0.1 à gauche et λ = 90 à
droite.

cision de 8, 192 orientations de recherche, une norme minimum du gradient
dé�nissant une direction égale à 2 et ε = 10−12 pour la �gure 4.21 ; une pré-
cision de 12, 192 orientations de recherche, une norme minimum du gradient
dé�nissant une direction égale à 2 et ε = 10−6 pour la �gure 4.22. Dans
les deux cas, le réseau routier est relativement bien extrait hormis quand
celui-ci a une forme courbée. En e�et, l'algorithme de détection favorise l'ex-
traction des segments longs, donc une route ayant un rayon de courbure non
négligeable ne peut pas être décomposée comme une succession de segments.
A�n d'extraire le réseau routier, les paramètres de l'algorithme (notamment
le choix de ε) sont choisis de telle sorte que l'algorithme détecte bien des
segments qui ne sont pas de longueur importante. Ceci a pour conséquence
la détection de quelques bords de parcelles agricoles (un compromis est à
faire entre pouvoir de détection et fausses détections).
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Fig. 4.19 � Composante texture pour la zone agricole
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Fig. 4.20 � Composante texture pour la zone agricole et urbaine
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Fig. 4.21 � Segments détectés pour la zone agricole
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Fig. 4.22 � Segments détectés pour la zone agricole et urbaine
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Fusion de segments

Nous venons de voir que plusieurs segments pouvaient être fournis par l'al-
gorithme pour un même alignement. Nous proposons ici de mettre en place
quelques règles permettant de fusionner certaines con�gurations de groupes
de segments. Ces règles sont regroupées dans le tableau 4.23.

Ces règles nous permettent de réduire le taux de sur-détection. Un exemple
est donné sur la �gure 4.24. L'étape suivante va consister à a�ner la géomé-
trie des routes extraites à l'aide d'un algorithme de type snake.

4.2.3 Adaptation à la géométrie réelle

Nous venons de voir qu'il était possible de détecter des segments correspon-
dant aux portions longilignes du réseau routier en appliquant l'algorithme de
détection des alignements sur la composante texture de l'image initiale. Tou-
tefois ce résultat n'est pas encore tout à fait satisfaisant car sur des images
aussi complexes que celle présentées sur les �gures 4.19 et 4.20, le réseau rou-
tier n'a pas nécessairement une forme purement longiligne. L'idée est donc
de convertir nos segments détectés en courbes polygonales déformables et
d'appliquer un algorithme du type snake.

Etant donné que le but initial de cette application est de proposer un outil
intéractif pouvant être utilisé par des opérateurs non spécialisés dans le do-
maine des contours déformables, nous avons choisi d'utiliser un modèle basé
sur une déformation de courbes polygonales. Le modèle choisit est rappelé à
l'annexe B, celui-ci a été développé dans le cadre d'un besoin en extraction
de formes dans des images relativement bruitées (d'où l'utilisation de la no-
tion de statistique pour guider la courbe) et avec une contrainte de temps
de calcul. Les étapes du processus sont donc les suivantes :

� transformation de chaque segment en une courbe polygonale ayant un pas
d'échantillonnage �xé,

� évolution de la courbe,
� retouche éventuelle de l'opérateur via une interface appropriée.

La �gure 4.25 illustre sur l'imagette le type de résultat �nal obtenu. Les
�gures 4.26 et 4.27 quant à elles illustrent les résultats obtenus sur les images
à plus grande échelle 4.13 et 4.14.

4.2.4 Bilan

Nous venons de voir que le principe exposé dans les paragraphes précédents
donnait des résultats prometteurs. En accord avec la théorie et a�n de privi-
légier les objets longilignes dans la composante texture, nous avons vu qu'il
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Segment inclus dans un autre. Résultat après traitement.

Dans le premier cas, un segment est inclus dans un autre. Pour le détec-
ter, nous utilisons tout simplement les coordonnées des deux extremités
du segment et les pentes des droites. Le segment le plus court est sup-
primé.

Segments décalés. Résultat après traitement.

On détecte deux segments décalés décrivants la même droite soit grâce
à un barycentre équivalent, soit grâce aux coordonnées des deux extre-
mités ou aux pentes des droites. On fusionne les deux segments en les
remplaçant par un segment d'une longueur équivalente à leur réunion.

Succession entre deux segments proches. Résultat après traitement.

Lorsque deux segments décrivants une même droite sont disjoints, on les
détecte par les coordonnées des extremités et les pentes des droites. La
fusion consiste à compléter le morceau manquant entre les segments.

Intersection entre deux segments. Résultat après traitement.

Ce dernier cas est certainement le plus compliqué à résoudre mais non
à détecter : une simple résolution d'équation f(x) = g(x) permet de
déterminer si ces segments se chevauchent. Le problème n'est pas évident
à résoudre, car il se peut que les segments décrivent 2 droites qui sont
2 routes di�érentes, qui se croisent. On utilise la pente des droites, ainsi
que les coordonnées des extremités. En pratique, le cas est assez peu
géré (à moins que l'on soit vraiment sûr), on préfère ne pas modi�er tout
de suite la géométrie des droites. Ce cas sera géré en dernier lieu par
l'algorithme de snake qui fusionnera les deux snakes résultants en un
seul.

Fig. 4.23 � Règles de fusion des segments.
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Fig. 4.24 � Exemple de résultat obtenu après application des règles de fusion
des segments.

Fig. 4.25 � Réseau routier �nal détecté par courbes déformables.

su�sait de choisir le paramètre µ élevé (a�n de réellement extraire les tex-
tures et pas seulement du bruit) et le paramètre λ faible (a�n de ne pas
trop �lisser� l'image et ainsi rejeter certains bords dans la partie texture qui
seraient alors détectés par l'algorithme). Du côté de l'algorithme de détec-
tion des alignements, la valeur par défaut de 2 pour la norme minimum du
gradient dé�nissant une direction semble tout à fait appropriée. De manière
à avoir une résolution su�sante en terme de directionalité, le choix de 192
orientations de recherche convient tout à fait. Reste le choix de la précision
et de la valeur de ε. Concernant le choix de la précision, une valeur comprise
entre 8 et 12 donne un bon compromis entre la détection d'alignements com-
portant des points s'écartant de la direction principale et une redondance de
détection pour un même alignement. Quant à la valeur de ε, celle-ci condi-
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Fig. 4.26 � Routes �nales détectés pour la zone agricole

tionne le fait que l'on va vouloir privilégier des alignements plus ou moins
longs. Plus ε est faible et plus les alignements détectés seront longs. Le choix
de ce paramètre se fait donc essentiellement suivant le type d'image à traiter,
toutefois les di�érentes expérimentations que nous avons menées montrent
qu'il est raisonable de choisir 10−15 6 ε 6 10−6.

Si nous regardons les travaux disponibles dans la littérature, nous pouvons
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Fig. 4.27 � Routes �nales détectés pour la zone agricole et urbaine

constater que cette problématique est très largement étudiée. Les travaux
récents de C.Lacoste [48], montrent que ce problème est loin d'être complè-
tement résolu. Toutefois, nous pouvons noter que les techniques couramment
utilisées se basent sur des approches probabilistes. Ces méthodes requièrent
la plupart du temps une première phase de �prétraitement� visant à exacer-
ber le tracé des routes dans les images. Dans sa thèse [48], l'auteur propose
d'utiliser des processus ponctuels marqués (basés sur une modélisation Mar-



138 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

kovienne) pour e�ectuer la tâche de détection proprement dite. L'aspect
intéressant est qu'il est nécessaire de modéliser des contraintes géométriques
d'un point de vue probabiliste, chose qui n'est pas triviale. La dernière partie
de cette thèse étend la méthode à une notion de lignes brisées a�n de pou-
voir détecter des réseaux sinueux. Nous pouvons donc voir que la démarche
adoptée dans [48] est proche de la notre dans le sens où nous commençons
aussi par une étape de prétraitement (l'extraction de la composante tex-
ture), une étape de détection d'objets linéiques (détecteur d'alignements de
la Gestalt) et en�n une étape de �ra�nement géométrique� par l'emploi de
contours déformables. Malheureusement, n'ayant pas accès aux images utili-
sées par C.Lacoste, nous n'avons pu mener une réelle évaluation des résultats.
Toutefois, pour des images de nature aériennes, nous pouvons constater vi-
suellement que nos résultats sont très encourageant vis à vis de ceux obtenus
par C.Lacoste. Par contre dans le cas d'image de type radar, notre méthode
est mise en défaut, le problème étant que la modélisation sous-jacente à la
décomposition de l'image ne correspond pas un modèle d'image radar.



Conclusion

Les problématiques intervenant sur les projets dans lesquels je suis impliqué
à la DGA nous ont fait nous demander si il était possible de voir le traite-
ment d'image de manière plus globale. La première étape a donc consisté à
étudier une modélisation mathématique des images notamment à partir des
travaux de Y.Meyer suivis de ceux de S.Osher et al. puis de ceux de J.F.Aujol
et al. Ces travaux nous permettent de décomposer une image en sa partie
�objets�, modélisés par des fonctions appartenant à l'espace des fonctions à
variations bornées (BV ), sa partie textures, modélisées par l'espace dual de
BV .
Dans le cadre de cette thèse, nous avons étendu cette modélisation au cas
d'images bruitées. Ainsi une image peut être vue comme étant constituée de
trois composantes : les objets, les textures et le bruit. Par ailleurs, J.F.Aujol
et al. ont aussi proposé un modèle permettant d'obtenir ces trois compo-
santes, modèle que nous avons par la suite modi�é en remplaçant l'utilisa-
tion des ondelettes par les contourlets, celles-ci nous permettant d'inclure la
notion de géométrie au modèle.
Ces di�érents modèles nous ont incité à proposer des méthodes permettant
de juger de la qualité des décompositions obtenues par chacun des algo-
rithmes. Cette démarche s'inscrit dans la problématique de �l'évaluation�,
actuellement en plein essor dans la communauté scienti�que (notamment via
le programme TECHNOVISION), importante car il est nécessaire de pou-
voir juger de la qualité des résultats obtenus par les di�érentes méthodes
développées.

En�n nous présentons deux applications de cette décomposition d'image.
La première, étudiée avant la disponibilité des modèles prenant en compte
le bruit, dans le cadre du débruitage de bruit multiplicatif (appliqué à des
images du type radar ou active laser). Nous comparons les résultats obtenus
à quelques �ltres classiques de la littérature.
La deuxième application présentée a été étudiée dans le cadre de la re-
cherche d'outils d'aide pour les photo-interprêtes. Nous cherchons à extraire
les réseaux routiers d'images de nature aériennes ou satellitaires. Pour cela
nous démontrons une propriété particulière de la décomposition et l'utilisons
comme une première étape de �mise en forme� de l'image. Nous utilisons
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ensuite l'algorithme de détection d'alignements de la Gestalt, proposée par
l'équipe de J.M.Morel. Pour �nir nous transformons les segments détectés en
modèles déformables du type �snake�. Nous proposons un algorithme très
simple et surtout très rapide pour faire évoluer le snake en nous basant sur
des mesures statistiques locales dans l'image.

Plusieurs perspectives s'o�rent à ces travaux. Tout d'abord concernant la
modélisation elle-même. Les modèles à trois composantes sont du type addi-
tif, hors dans le cas d'une image de type radar ou active laser nous pourrions
être tentés de considérer les textures dans l'image et le bruit multiplicatif.
Pour cela, il faudrait modi�er le modèle de la façon suivante :

f = (u+ v)w

Une autre extension du modèle serait la prise en compte d'un champ de
mouvement dans une séquence. Celui serait �superposé� à l'image observée :

f(t) = u+ v +m(t)

Ce type de modèle pourrait être utilisé par exemple dans le cas de l'imagerie
active. En e�et avec certains systèmes et niveaux de turbulences atmosphé-
rique, il est possible de �voir� l'atmosphère se déplacer dans la séquence
d'images. Il serait intéressant de tester ce modèle car la composante u + v
correspondrait à la scène observée sans l'e�et des turbulences.

Ce type de techniques ayant retrouvé un regain d'intérêt ces dernières an-
nées, il reste à les utiliser dans des cadres se rapprochant d'autres techniques
aujourd'hui classiques (modélisation markovienne, analyse de textures par
ondelettes,. . .). Une première question venant rapidement à l'esprit quant à
l'utilisation de ces espaces de textures : qu'en est-il de l'analyse et la clas-
si�cation des textures ? En e�et, étant donné qu'il est possible d'extraire
les textures présentes dans l'image il est légitime de se demander si le fait
d'avoir les textures seules apporte un plus. Des travaux ont été entamés a�n
d'explorer cette question. Plusieurs voies sont possibles

� utiliser des outils des caractérisation de textures classiques (�ltrage de
Gabor, ondelettes,. . .+ classi�eur (plus proches voisins, SVM,. . .)) sur la
composante texture extraite,

� utiliser conjointement les parties objets et textures pour faire l'analyse
(voir [4] pour un premier travail),

� développer de nouvelles méthodes de caractérisation des textures adaptées
aux composantes extraites.

En�n concernant le champ des applications de la décomposition, plusieurs
domaines peuvent être explorés :
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� développement d'algorithmes de compression adaptés à la composante tex-
ture (que l'on pourrait ensuite combiner avec des algorithmes plus �stan-
dards� fonctionnant sur les parties objets, une première approche a été
explorée par J.F.Aujol et B.Matei [7]),

� extension au cas d'images multispectrales (J.F.Aujol propose une exten-
sion au cas des images couleurs dans [6]),

� Poursuivre les travaux sur l'extraction de réseaux routiers, notamment en
adaptant la méthode au cas des images de type radar. Par ailleurs, il serait
intéressant de pouvoir réellement comparer nos résultats avec ceux de la
littérature en nous basant sur des images de test dont nous disposerions
des vérités terrains associées (extraction manuelle par un photo-interprête)

En conclusion, ces techniques de décomposition sont encores jeunes et n'ont
pas encore montré tout leur potentiel. Par ailleurs des applications pratiques
commencent à apparaître ou feront très certainement leur apparition et pro-
mettent de passionnants travaux dans le futur.
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Annexe A

Méthode de projection

non-linéaire

Dans [20] Antonin Chambolle propose un algorithme basé sur une technique
de projection non-linéaire pour résoudre une certaine catégorie de fonction-
nelle à base de variation totale.

A.1 Notations - Dé�nitions préliminaires

On suppose que l'on traite une image de tailleM×N . On notera X = RM×N

et Y = X ×X.

Dé�nition A.1.1 Soit u ∈ X alors le gradient discret de u, noté ∇u ∈ Y =
X ×X est dé�ni par :

(∇u)i,j =
(
(∇u)1i,j , (∇u)2i,j

)
(A.1)

avec ∀i, j ∈ J0, . . . ,M − 1K× J0, . . . , N − 1K

(∇u)1i,j =

ui+1,j − ui,j si i < M − 1

0 si i = M − 1
(A.2)

(∇u)2i,j =

ui,j+1 − ui,j si j < N − 1

0 si j = N − 1
(A.3)

Dé�nition A.1.2 Soit p ∈ Y (p = (p1, p2)), on dé�nit la divergence discrète
div : Y → X telle que div = −∇? (∇? est l'opérateur adjoint de ∇) par :

(div p)i,j =


p1
i,j − p1

i−1,j si 0 < i < M − 1
p1
i,j si i = 0
−p1

i−1,j si i = M − 1

+


p2
i,j − p2

i,j−1 si 0 < j < N − 1
p2
i,j si j = 0
−p2

i,j−1 si j = N − 1
(A.4)
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On rappelle que : 〈−div p, u〉X = 〈p,∇u〉Y

A.2 Variation totale

Dans le cas discret, la variation totale s'exprime par :

J(u) =
∑

0<i<M−1
0<j<N−1

|(∇u)i,j | (A.5)

=
∑

0<i<M−1
0<j<N−1

√(
(∇u)1i,j

)2
+
(
(∇u)2i,j

)2
(A.6)

Or J est une fontion 1-homogène (J(λu) = λJ(u)), si on applique la trans-
formée de Legendre-Fenchel on obtient :

J?(v) = sup
u
〈u, v〉X − J(u) (A.7)

avec
〈u, v〉X =

∑
i,j

ui,jvi,j (A.8)

où J? est la fonction caractéristique de l'ensemble convexe fermé K :

J?(v) = χK(v) =

{
0 si v ∈ K
+∞ sinon

(A.9)

Rq : on a la propriété J?? = J .

Dans le cas continu (voir les propriétés de l'espace BV ), on a :

K = G1 =
{
div ξ : ξ ∈ C1

c (Ω,R2); |ξ(x)| 6 1,∀x ∈ Ω
}

(A.10)

alors

J(u) = sup
ξ

{∫
Ω
u(x)div ξ(x)dx : ξ ∈ C1

c (Ω,R2); |ξ(x)| 6 1,∀x ∈ Ω
}
(A.11)

or
∫
Ω u(x)div ξ(x)dx = 〈u, div ξ〉X on peut réécrire :

J(u) = sup
ξ
〈u, div ξ〉X (A.12)

ou encore si l'on pose v = div ξ,

J(u) = sup
v∈K

〈u, v〉X (A.13)

On aimerait une expression identique dans le cas discret. Pour cela Antonin
Chambolle à montré le lemme suivant :
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Lemme A.2.1 Dans le cas discret, on a :

J(u) = sup
v∈G1

〈v, u〉 (A.14)

où G1 = {div p; p ∈ Y ; |pi,j | 6 1} (A.15)

Dé�nition A.2.2 On dé�nit le produit scalaire sur Y : soient p ∈ Y, q ∈ Y
tel que p =

(
p1, p2

)
et q =

(
q1, q2

)
alors

〈p, q〉Y =
∑

0<i<M−1
0<j<N−1

(p1
i,jq

1
i,j + p2

i,jq
2
i,j) (A.16)

A.3 Algorithme

On veut donc résoudre

min
u∈X

‖u− g‖2

2λ
+ J(u) (A.17)

avec g ∈ X, λ > 0, ‖.‖ la norme euclidienne dé�nie par ‖u‖2 = 〈u, u〉X .

Si l'on applique Euler-Lagrange à A.17 on obtient

2(u− g)
2λ

+ ∂J(u) 3 0 (A.18)

⇐⇒ u− g + λ∂J(u) 3 0 (A.19)

où ici ∂J est le pseudo-di�érentiel de J dé�ni par

w ∈ ∂J(u) ⇐⇒ J(v) > J(u) + 〈w, v − u〉X ∀v (A.20)

alors A.19 peut être réécrit comme

g − u

λ
∈ ∂J(u) (A.21)

⇐⇒ ∂J?
(
g − u

λ

)
3 u (A.22)

⇐⇒ u

λ
∈ 1
λ
∂J?

(
g − u

λ

)
(A.23)

⇐⇒ g

λ
∈ g − u

λ
+

1
λ
∂J?

(
g − u

λ

)
(A.24)

Supposons que l'on cherche un minimiseur de∥∥w − ( gλ)∥∥2

2
+

1
λ
J?(w) (A.25)
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on applique Euler-Lagrange à A.25, on obtient alors

w − g

λ
+

1
λ
∂J?(w) 3 0 (A.26)

⇐⇒ w +
1
λ
∂J?(w) 3 g

λ
(A.27)

On voit donc grâce à A.24 que

w =
g − u

λ
(A.28)

est un minimiseur de A.25

Or comme J?(w) = χG1(w) et si w = PG1

( g
λ

)
(l'opérateur de projection sur

G1) alors J
?(w) = 0 et

∥∥w − g
λ

∥∥ est minimum. Donc

PG1

( g
λ

)
=
g − u

λ
(A.29)

u = g − λPG1

( g
λ

)
(A.30)

On note PGλ

( g
λ

)
= λPG1

( g
λ

)
, on a alors

u = g − PGλ

( g
λ

)
(A.31)

Il reste donc à trouver le moyen de calculer PGλ
(g). A.Chambolle donne le

résultat suivant :

calculer PGλ
(g) ⇐⇒ min

p∈Y

{
‖λdiv (p)− g‖2; |pi,j |2 6 1 ∀i, j

}
(A.32)

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker montrent l'existence d'un multipli-
cateur de Lagrange αi,j > 0 associé à chaque contrainte de A.32 tel que l'on
ait ∀i, j :

− (∇ (λdiv (p)− g))i,j + αi,jpi,j = 0 (A.33)

avec

αi,j > 0 et |pi,j | = 1 (A.34)

αi,j = 0 et |pi,j | < 1. (A.35)

On voit alors que si αi,j = 0, alors (∇ (λdiv (p)− g))i,j = 0 ; donc ce cas
n'est pas intéressant. Donc passons au cas αi,j 6= 0 :

αi,jpi,j = (∇ (div (p)− g))i,j (A.36)

⇒ |αi,j ||pi,j | =
∣∣∣(∇ (div (p)− g))i,j

∣∣∣ (A.37)
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or |αi,j | = αi,j car αi,j > 0 et |pi,j | = 1 donc

αi,j =
∣∣∣(∇ (div (p)− g))i,j

∣∣∣ (A.38)

On utilise alors un algorithme de descente du gradient avec τ > 0 ; p0 = 0 ;
n > 0

pn+1
i,j = pni,j + τ

[(
∇
(
div (pn)− g

λ

))
i,j
−
∣∣∣∣(∇(div (pn)− g

λ

))
i,j

∣∣∣∣ pn+1
i,j

]
(A.39)

On obtient donc l'équation itérative

pn+1
i,j =

pni,j + τ
(
∇
(
div (pn)− g

λ

))
i,j

1 + τ
∣∣∣(∇ (div (pn)− g

λ

))
i,j

∣∣∣ (A.40)

Antonin Chambolle démontre le théorème important suivant

Théorème A.3.1 Si τ < 1
8
alors λdiv (pn) converge vers PGλ(g) quand

n → +∞

La démonstration de ce théorème est disponible dans [20]. En pratique, on
constate que le choix n = 20 est su�sant à obtenir la convergence souhaitée.



148 ANNEXE A. MÉTHODE DE PROJECTION NON-LINÉAIRE



Annexe B

Snake probabiliste

Le problème de la segmentation a engendré des e�orts importants pour la
mise au point de techniques adéquates. Les algorithmes de type modèles dé-
formables ont connu un développement très important ces dernières années
car elles ont l'avantage de fournir directement un ensemble de courbes cor-
respondant aux contours détéctés.
Après avoir rappelé les diverses approches disponibles dans la littérature,
nous introduisons un modèle généralisant celui de l'équipe de P.Réfrégier
[24], [23], [38], [66], basé sur un principe de mesure statistique. Cet algo-
rithme a été développé dans le cadre d'un besoin pour la DGA dont le but
était d'extraire certaines formes dans de longues séquences d'images. Cela
nous a obligé à garder à l'esprit la contrainte du temps de calcul et nous
a permis de développer un modèle relativement simple et fonctionnant en
temps réel.

B.1 Les premiers modèles

Les premiers à avoir proposé la notion de snake sont M.Kass et al. [47]. Celle-
ci à base d'une courbe polygonale C, paramétrée par v(s) où s représente
l'abscisse curviligne, peut se mouvoir grâce à une �force� appliquée aux
n÷uds qui relient les segments la composant (voir la �gure B.1).

Fig. B.1 � Dé�nition d'un snake polygonal
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Le modèle est guidé par

E(C) =
∫ b

a

(
α(s)

∥∥∥∥∂v∂s (s)
∥∥∥∥2

L2

+ β(s)
∥∥∥∥∂2v

∂s2
(s)
∥∥∥∥2

L2

− ‖∇I(v(s))‖2L2

)
ds

(B.1)
Dans la pratique, α(s) et β(s) sont pris constants. En appliquant le principe
d'Euler, on obtient le système d'équations suivant :

−α∂
2v

∂s2
(s) + β

∂4v

∂s4
(s) = ∇P (v(s)) (B.2)

où

P (v(s)) = f(v(s)) =
1
2
‖∇I(v(s))‖2L2 (B.3)

représente une force d'attraction dûe à l'image (divers choix sont possibles
pour guider le snake : force ballon [25], Gradient Vecteur Flow [80],. . .).

Dans [10], l'auteur montre que la solution numérique à ce système peut
se mettre sous une forme matricielle donnant ainsi un algorithme itératif.
Il est par ailleurs aussi possible de remplacer les courbes polygonales par
des courbes B-Splines [74],[75] pour obtenir des modèles nommés B-Snakes
[13],[68],[12]. Dans ce modèle, la force est appliquée sur les points de contrôle
de la courbe B-Splines. Il est aussi possible d'obtenir un algorithme itératif
convergent vers la position �nale de la courbe.

B.2 Formulation par levelset

Les modèles précédents ont deux inconvénients majeurs. D'une part, la po-
sition de la courbe initiale doit être proche du résultat �nal. D'autre part si
plusieurs objets sont présents dans l'image, il faut mettre en place autant de
courbes que d'objets recherchés et appliquer à chacun l'algorithme d'évolu-
tion (pas de changement topologiques possibles). Pour ces raisons, plusieurs
travaux se sont attachés à reformuler le problème des contours déformables
et se sont dirigés vers des méthodes à base de levelsets.

B.2.1 La méthode des levelsets

Cette méthode a été introduite pour résoudre des équations du type Hamilton-
Jacobi

∂φ

∂t
+ [H(φ)]x = 0 (B.4)

où H est une fonction qui dépend des dérivées partielles de φ. L'idée est alors
d'utiliser un schéma itératif pour résoudre cette équation.
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Ce type d'équation intervient notamment dans la problématique de l'évolu-
tion de courbes. En e�et, soit une courbe C(p) régie par une équation du
type :


∂C(p,t)
∂t = F (κ)N

C(p, 0) = C0(p)
(B.5)

où κ représente la courbure et N la normale à la courbe.

Si l'on résout ce système par la méthode des di�érences �nies, on exclut les
changements topologiques, sans compter la possibilité de voir apparaître des
instabilités numériques dans certains cas. On utilise donc la méthode des
levelsets :

Soit ϕ(x, y, t) : R2 × [O, T ) → R la fonction dite levelset. On pose alors :

 C(p, 0) = {(x, y)/ϕ(x, y, 0) = 0}

C(p, t) = {(x, y)/ϕ(x, y, t) = 0}
(B.6)

Ceci est équivalent à dire que C(p, t) = ϕ−1(0). Concrètement à un instant
donné t, on a une surface de�nie par (x, y, z = ϕ(x, y, t)) dans R3 avec
laquelle on prend l'intersection avec le plan z = 0 pour retrouver C(p, t) (Cf.
Fig.B.2).
Il faut maintenant remplacer C(p, t) par ϕ(p, t) dans B.5, pour cela on écrit :

ϕ(C(t), t) = 0 (B.7)

⇒ ∂ϕ

∂C(t)
∂C(t)
∂t

+
∂ϕ

∂t
= 0 (B.8)

or on a :
∂C(t)
∂t

= F (κ)N (B.9)

et
∂ϕ

∂C(t)
= ∇ϕ (B.10)

et l'on pose la notation :
∂ϕ

∂t
= ϕt (B.11)

où N est le vecteur normal à la courbe mais aussi à la surface ϕ

⇒ N = − ∇ϕ
|∇ϕ|

(B.12)
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Fig. B.2 � Principe de coupe d'une fonction levelset par le plan image.

Donc

ϕt = −〈∇ϕ, F (κ)N〉 = −F (κ)〈∇ϕ,− ∇ϕ
|∇ϕ|

〉 (B.13)

⇒ ϕt = F (κ)|∇ϕ| (B.14)

On obtient bien une équation de type Hamilton-Jacobi. L'évolution de la
courbe consiste donc à faire évoluer la surface ϕ et à en prendre son intersec-
tion avec le plan z = 0. En pratique, il n'est pas nécessaire de faire évoluer la
surface entière, il su�t de s'intéresser au voisinage du plan de coupe. Divers
algorithmes ont été proposés a�n de réaliser cette tâche (Fast Marching, Nar-
row Band . . .) ; voir les références suivantes :[19],[42],[61],[59],[62],[60],[57],[69].

Pour utiliser cette méthode, il reste à formuler le problème des contours actifs
sous forme d'une équation de Hamilton-Jacobi.

B.2.2 Reformulation des snakes

Nous prenons comme point de départ la formulation classique B.1 (on consi-
dère que le paramètrage de la courbe est normalisé) :

E(C) =
∫ 1

0

(
α(p)

∥∥∥∥∂C∂p (p)
∥∥∥∥2

L2

+ β(p)
∥∥∥∥∂2C

∂p2
(p)
∥∥∥∥2

L2

− ‖∇I(C(p))‖2L2

)
dp

(B.15)

Or il est possible de montrer que le terme
∥∥∥∂2C
∂p2

(p)
∥∥∥2

L2
correspond en fait à une

reparamétrisation de la courbe, il n'est donc pas utile au bon fonctionnement
du modèle. Nous partons donc de :
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E(C) = α

∫ 1

0

∥∥∥∥∂C∂p (p)
∥∥∥∥2

L2

dp− β

∫ 1

0
‖∇I(C(p))‖2L2 dp (B.16)

On peut même généraliser ce modèle en considérant la fonction g(x) mono-
tone décroissante :

g : [0; +∞[→ R+ telle que : g(0) = 1 et lim
x→+∞

g(x) = 0 (B.17)

et en posant β = 1− α, on obtient :

E(C) = α

∫ 1

0

∥∥∥∥∂C∂p (p)
∥∥∥∥2

L2

dp− (1− α)
∫ 1

0
g(‖∇I(C(p))‖L2)2dp (B.18)

Minimiser cette fonctionnelle d'énergie est équivalent à minimiser :

E(C) =
∫ L(C)

0
g(‖∇I(C(s))‖L2)ds (B.19)

=
∫ 1

0
g(‖∇I(C(p))‖L2)

∥∥∥∥∂C∂p
∥∥∥∥
L2

dp (B.20)

où le terme g(‖∇I(C(p))‖L2) correspond au terme d'attraction dû à l'image,

le terme
∥∥∥∂C∂p ∥∥∥L2

correspond au terme de régularité de la courbe et L(C) est
la longueur de la courbe.

En appliquant le principe d'Euler-Lagrange à B.20 on obtient l'équation aux
dérivées partielles :

∂C

∂t
= g(‖∇I‖L2)κN − (∇g(‖∇I‖L2) · N )N (B.21)

où κ = div
(

∇I
‖∇I‖L2

)
(courbure euclidienne). Classiquement, on choisit :

g(‖∇I‖L2) =
1

1 + ‖∇Î‖q
L2

(B.22)

où q ∈ {1; 2} et Î est l'image I �ltrée par une gaussienne. Si l'on pose alors

F (κ) = g(‖∇I‖L2)κ− (∇g(‖∇I‖L2) · N ) (B.23)

on obtient

∂C

∂t
= F (κ)N (B.24)
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qui est bien une équation d'évolution de courbe identique à B.5. On peut donc
utiliser la méthode des levelsets pour résoudre cette EDP et le problème (en
prenant la formulation des levelsets) devient alors identique à :

∂ϕ

∂t
= F (κ)|∇ϕ| (B.25)

Il reste à prendre l'intersection avec le plan z = 0 à chaque itération pour
obtenir l'évolution de la courbe.

B.3 Contour Actif Statistique Polygonal (CASP)

L'équipe de P.Réfrégier propose de prendre le point de vue de l'inférence
statistique pour reformuler le problème des contours déformables. Dans les
pages qui suivent, nous nous contenterons (pour la commodité du lecteur)
de paraphraser P.Réfrégier at al. Les auteurs considèrent le snake comme
étant un paramètre statistique θ à estimer à partir de l'information mesurée
disponible χ (l'image).

Pour cela, ils prennent en compte le modèle physique de formation de l'image ;
on a donc une fonction de vraisemblance : P (χ | θ).
Le snake �nal est la solution optimale au sens du maximum de vraisemblance
(MV). On peut de plus rajouter de l'information a priori sur θ (prior

∏
(θ)),

la solution s'obtenant alors au sens du maximum a priori (MAP).
En pratique P (χ | θ) n'est pas toujours disponible, on essaie alors de construire
une vraisemblance Pµ(χ | θ) dont les paramètres µ (paramètres de nuisance)
seront estimés par le biais de la théorie de l'information par MV ou MAP
en utilisant seulement χ. On pourra aussi estimer µ par une approche Bayè-
sienne Marginale (BM) où l'on considère les paramètres µ comme des va-
riables aléatoires distribuées suivant une loi de probabilité ; on intègre alors
sur toutes les valeurs possibles des paramètres de nuisance. Les approches
par MAP ou BM permettent d'inclure de l'information a priori sur µ.

On considère le modèle d'image suivant : soit une scène s = {si | i ∈ [1,N ]}
de N pixels, on fait l'hypothèse qu'une scène est composée de deux régions :
l'objet à segmenter et le fond. La scène s peut donc être représentée par

si = aiwi + bi(1− wi) (B.26)

où w est un vecteur de dimension N , support de l'objet :

wi =

{
1 si si ∈ objet

0 sinon
(B.27)

On obtient donc deux régions :

objet : Ωa = {i | wi = 1} composée de Na(w) pixels

fond : Ωb = {i | wi = 0} composée de Nb(w) pixels
(B.28)
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Les vecteurs a et b sont constitués de variables aléatoires (de probabilités
pµa(ai) et pµb(bi)) représentant respectivement les niveaux de gris de l'objet
et du fond.
Les auteurs font alors l'hypothèse du modèle SIR (Statistically Independent
Region) qui consiste à prendre pµa et pµb indépendantes.

Le but de la segmentation est donc de trouver la forme binaire w. On voit
apparaître deux cas :

1. On n'a pas d'information a priori sur w ⇒ MV.

2. On a de l'information a priori sur w ⇒ MAP ou BM.

B.3.1 Modèle

Soit Hw l'hypothèse qui consiste à attribuer une certaine forme à l'objet ; la
vraisemblance s'écrit alors :

L[s | Hw, µa, µb] = P (χa | µa)P (χb | µb) (B.29)

où

P (χu | µu) =
∏
i∈Ωu

pµu(si) avec χu = {si | i ∈ Ωu} (B.30)

Faisons l'hypothèse que pµa et pµb appartiennent à la famille exponentielle
(voir [23]) ; on peut donc ecrire :

P (χu | µu) = g(T (χu) | µu)
∏
i∈Ωu

f(si) (B.31)

⇒ L[s | Hw, µa, µb] = g(T (χa) | µa)g(T (χb) | µb)
∏
i∈Ω

f(si) (B.32)

En prenant la log-vraisemblance on obtient

l(s | Hw) = lnG(T (χa)) + lnG(T (χb)) +
∑
i∈Ω

ln f(si) (B.33)

Rq : on a supposé ici que l'on avait le même a priori pour µa et µb.

D'autre part
∑

i∈Ω ln f(si) ne dépend pas de w, on ne s'en occupera plus
par la suite.
Maximiser B.33 revient donc à minimiser

J(s | w) = − lnG(T (χa))− lnG(T (χb)) (B.34)

Il faut donc trouver w (et donc T (χa) et T (χb)) qui minimise J(s | w)

Rq : par abus de language J pourrait être appelé énergie externe du snake.
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B.3.2 Cas gaussien

On considère donc que

pµu(x) =
1√

2πσu
exp

{
−1
2σ2

u

(x−mu)2
}

(B.35)

Les vecteurs des paramètres de nuisance sont donc

µa = (ma, σa) (B.36)

µb = (mb, σb) (B.37)

On obtient alors

l(s,w,ma, σa,mb, σb) = −Na(w) ln(
√

2πσa)−
1

2σ2
a

∑
i∈Ωa

(si −ma)

−Nb(w) ln(
√

2πσb)−
1

2σ2
b

∑
i∈Ωb

(si −mb)
(B.38)

Il faut maintenant commencer à estimer les paramètres de nuisance par MV,
donc en appliquant

∂l(s,w,ma, σa,mb, σb)
∂mu

= 0 (B.39)

∂l(s,w,ma, σa,mb, σb)
∂σu

= 0 (B.40)

on obtient

m̂a =
1

Na(w)

∑
i∈Ωa

si (B.41)

m̂b =
1

Nb(w)

∑
i∈Ωb

si (B.42)

σ̂2
a =

1
Na(w)

∑
i∈Ωa

(si − m̂a)2 (B.43)

σ̂2
b =

1
Nb(w)

∑
i∈Ωb

(si − m̂b)2 (B.44)

En utilisant ces résultats on obtient

l(s,w,ma, σa,mb, σb) = −N
2

ln(2π)−N
2
−Na(w) ln[σ̂2

a(w)]−Nb(w) ln[σ̂2
b (w)]

(B.45)
Donc maximiser B.45 par rapport à w revient à minimiser

J(s,w) = Na(w) ln[σ̂2
a(w)] +Nb(w) ln[σ̂2

b (w)] (B.46)
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B.3.3 Cas général pour la famille exponentielle

On peut montrer, en tenant un raisonnement similaire, que trouver une so-
lution au problème dans le cas général de la famille exponentielle, revient à
minimiser

J(s,w) = Na(w)H(θ̂a) +Nb(w)H(θ̂b) +Kl (B.47)

avec

loi H(x) θ̂u
Gaussien log(x) 1

Nu(w)

∑
i∈Ωu

s2i

−
{

1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

}2

Gamma log(x) 1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

Rayleigh log(x) 1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

s2i
Bernouilli x log(x) + (1− x) log(1− x) 1

Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

Poisson −x log(x) 1
Nu(w)

∑
i∈Ωu

si

B.3.4 Algorithmes d'optimisation

L'équipe de Marseille a utilisé deux types d'algorithme :

� un algorithme déterministe.
� un algorithme stochastique.

Le premier fait tous les tests de déplacement de chaque n÷ud pour trouver
le minimum du critère, l'inconvénient majeur est le temps de calcul qui peut
devenir prohibitif. Le deuxième algorithme fait un tir aléatoire (uniformé-
ment) du n÷ud à traiter ainsi qu'un tir aléatoire du déplacement associé.
On améliore très nettement la rapidité de la convergence mais on n'est pas
sûr d'obtenir le minimum global.

B.4 Snake probabiliste

La méthode précédente est très bien adaptée à des images fortement brui-
tées ou dégradées de part le fait qu'elle utilise des mesures statistiques Dans
le cadre d'une étude pour la DGA, nous avons été amenés à traiter des
images ayant une qualité médiocre ce qui nous a incité à conserver ce prin-
cipe de mesure statistique. Par ailleurs, le but était de pouvoir traiter une
grande quantité d'images ce qui imposa des contraintes de temps de calcul.
En�n, nous souhaitions pouvoir disposer d'un modèle pouvant fonctionner
aussi bien avec des courbes fermées que ouvertes (ce qui n'est pas le cas du
modèle CASP, celui-ci ne fonctionnant que dans le cadre de courbes fermées).
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Dans [41] nous nous proposons de reformuler le problème d'un snake statis-
tique mais dans un cadre plus général, c'est à dire qui tiendrait compte aussi
bien du cas �courbe fermée� que du cas �courbe ouverte�.

Posons les notations suivantes :

� C(s) le contour actif
� B un contour dans l'image
� p(C|B) la densité de probabilité que la position actuelle du contour actif
soit sur un contour dans l'image

� p(B|C) la densité de probabilité qu'un contour soit présent à la position
actuelle du snake

Alors en utilisant la règle de Bayes on a :

p(C|B) =
p(B|C)p(C)

p(B)
(B.48)

où p(B) représente la probabilité des contours dans l'image, quantité qui
n'est pas importante car constante dans notre problème. La quantité p(C)
représente la probabilité du contour actif ; on peut voir cette quantité comme
la probabilité que le contour actif soit de telle ou telle forme (c'est grâce à
cette quantité que l'on pourra notamment jouer sur le snake pour obtenir
une régularisation du contour actif).
Il faut maintenant dé�nir la quantité p(B|C). Un exemple simple de choix
est venu d'une constatation simple : un contour dans une image est une zone
qui n'est pas homogène, par conséquent la variance calculée sur une fenètre
de taille raisonnable aux alentours d'un contour doit nous donner une valeur
importante.
Nous construisons p(B|C) en considérant, n÷ud par n÷ud, une mesure de
variance sur une fenêtre centrée sur le n÷ud courant (à une constante de
renormalisation près). Ce qui revient à considérer que chaque n÷ud est in-
dépendant (du point de vue de l'in�uence de l'image sur le snake) ; cela
revient donc à écrire :

p(B|C) =
∏

i∈[0...N−1]

p(Ni|I) (B.49)

où p(Ni|I) sera par exemple construite à partir des mesures de variance le
long de la normale à la courbe au n÷ud Ni (voir la �g.B.3) car uniquement
le déplacement suivant la normale à la courbe est importante (la composante
tangentielle correspondant en fait à un reparamétrage de la courbe).

Concernant la régularisation du contour actif, on peut utiliser une formula-
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Fig. B.3 � Principe d'évolution dans le cadre du snake statistique.

(a) (b) (c)

Fig. B.4 � Exemple de régularisation : (a) p(Ni|I), (b) la fonction de pon-
dération, (c) p(Ni|I) régularisée.

tion standard en inférence statistique :

P (w) = A exp{− 1
2ϕ2

Uin(w)} (B.50)

avec Uin(w) =
Nn÷uds−1∑

i=0

d2
i (B.51)

ou l'on peut aussi jouer directement sur la construction de p(Ni|I) en uti-
lisant une fonction de pondération associée au critère de régularisation que
l'on souhaite mettre en place. La �gure B.4 donne un exemple de régularisa-
tion de ce type dans le cas où l'on souhaite privilégier les contours les plus
proches de la position initiale du n÷ud.
La fonction régularisante utilisée peut être de la forme :

R(x) =
1

|x− L|r
(B.52)
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où x représente l'abscisse le long de la normale de longueur 2L, x = 0
correspondant à la position initiale du n÷ud, r correspondant au paramètre
de régularisation.
A�n d'obtenir une meilleure convergence, on fait une première itération avec
un petit nombre de points pour le snake. On se �xe une longueur L conve-
nable pour que le contour actif s'accroche sur le contour désiré. Ensuite on
rééchantillonne la courbe ; on �nit par une nouvelle étape de convergence avec
une longueur L plus restreinte a�n d'obtenir un résultat ayant une bonne
résolution. Les �gures B.5 et B.6 donnent les résultats obtenus dans les cas
de courbes aussi bien fermées que ouvertes.

(a) (b)

Fig. B.5 � Snake statistique dans le cas fermé : initialisation (a), résultat
(b)

Ce modèle donne de très bon résultats malgré sa simplicité. Il a par ailleurs
le très gros avantage de nécessiter très peu de calculs et par conséquent d'être
très rapide (quelques micro-secondes sur les expérimentations que nous avons
menées). Son inconvénient, le même que pour tous les modèles utilisant des
courbes polygonales, est qu'il ne gère pas les changements topologiques (il
faudra autant de courbes que d'objets recherchés).



B.4. SNAKE PROBABILISTE 161

(a) (b)

Fig. B.6 � Snake statistique dans le cas ouvert : initialisation (a), résultat
(b)
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