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Introduction

De nombreuses applications nécessitent I'analyse des textures.
Défense — différents types d’'imagerie — différents types de
textures
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Introduction

o Difficulté de donner une définition unique de la texture,
@ De nombreux points de vue:

Approches fréquentielles,
Approches statistiques,

Notion de “texton”,

Approches analyse fonctionnelle

— point de vue de I'analyse fonctionnelle, les textures étant
modeélisées comme des fonctions oscillantes.

Quels espaces de fonctions choisir? Comment décrit-on un
modele de texture?
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Préambules

Soit une image f définie sur R” ou Q = [0; 1]” (puis
périodisation de f).

Soit X(R™) ou X(£2) des espaces de fonctions.

But: modéliser f = u+ v ol

@ u sera la composante réguliere ou “géometrique”
(objets,. . .),

@ v la composante “oscillante” (textures ou bruit)
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Préambules

Oncherche f € X1+ Xotelque f =u+vavecu e X;etv e Xo.

La décomposition étant obtenue par le probleme de
minimisation suivant:

i1 ) = i f F )\F f:
(@.9)= nf AR +FARV)f=utv)

ou Fq, F> > 0 et Xj, X sont des espaces de fonctions ou
distributions

tels que F;(u) < oo et Fo(v) < oo ssi (U, V) € X7 x Xa.
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Préambules

Comment choisir les espaces X et X5?

Une bonne idée est de prendre Xj, X tels que
@ Fi(u) < F(u)
@ Fo(v) < Fy(v)
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Le point de départ: Rudin-Osher-Fatemi (ROF)

But initial: débruitage, restauration

0,9)=  inf JW)+ MN|V|%, f=u+vVv
(b, ) (u,v)eBV><L2{ (U) + Allv]|E + v}

ou J(u) = |u|gy = [ |Du| (semi-norme sur BV I'espace des
fonctions a variations bornées).

= pas adapté pour capturer correctement les fonctions
oscillantes.
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ROF: propriétés

Soit la fonction gn(x) = x(x) cos(Nxy) ou x(x) est la fonction
indicatrice sur un domaine fini, N la fréquence et x; une
direction dans I'image. Alors:

1
llognll 2 = EHXHLZ

2N
J(gn) = 7||XHL1 +en

La composante v ne dépend pas de N, elle se comporte de la
méme fagon quelque soit la texture.
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ROF: propriétés

Autres défauts:

@ Le modele n’a aucun sens dans le cas continu si 'on a la
présence de bruit blanc gaussien car la norme L2 est
infinie (= utilisation d’espaces a indices de régularité < 0),

@ Phénomene de “perte d’intensité”: si f = axp alors
VR > ;—a (R le rayon du disque D) on a

o)

1

V:)TQXD

Pb “général”: si g > 1,Vp > 1 alors J(u) + A||f — u||], ace
défaut.
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Lapproche de Meyer

Idée: prendre des normes plus faibles de fonctions
généralisées pour modéliser v.

Trois espaces retenus par Meyer:
° E= BS% ,007

e F = div(BMO x BMO),
o G =div (L= x L)

Autre candidat: W*SP avec s < 2.
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Les espaces E et F

° E =B . €space de Besov — Travaux de A.Haddad,
Y.Meyer.

@ F =div(BMO x BMO): v € F si
39 = (91, 92) € BMO x BMO tel que v = div g et

IviF= igf{Hg1 llsmo + 11921l Bmo}

ou BMO (Bounded Mean Oscillation) sont les espaces
John et Nirenberg avec

1 1
f = Ssu / f—fpldx oU f:/fxdx
|1l BrmoO C)I0’Q| Ql o a=1al /o (x)

— Travaux de J.B.Ge}rnett, PJones, T.M.Le, L.Vese
(utilisation de W*P, B5  avec s < 0)
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Quelques rappels sur BV:

J(u) = sup {—/ udiv pax : ¢ € C(Q,RN), |¢| < 1Vx e Q}

Q

et la norme associée a BV est ||.|gy = ||.|[;1 + J(.).
Rigoureusement, le dual de BV n’est pas un espace
fonctionnel mais si I'on note BY la fermeture de BV dans
S(R?), alors BV a un dual noté G.
Soit v € G, alors 3g = (91, g0) € L™ x L tel que v =divg et

1
. 2 2\ 2
Ivile =inf || (191 + lgzl?)

[ oo
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BV et G ne sont pas directement duaux mais ont des
“‘comportements duaux” (BV pour les structures et G pour ce
qui oscille).

En effet, pour gn(x) = x(x) cos(Nxy), on vérifie que

)s
C
lonlle < 4

Z
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Le modéle

La fonctionnelle proposée par Meyer est donc

A

D= inf \ .
(7) (u,v)lenfavxc;{‘j(“)jL IVlg f=u+v}

Probléme: impossible de faire de calcul variationnel a cause de
la norme ||.||.~ présente dans la définition de la norme |.| G-
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En pratique: Lapproche de Osher et Vese

Propriété: Vf € L, ||f||i~ = liMp_.oo ||f]|Lp-

N A — i _ & 2 2 2
(09 =, ey {04 A = (v @ + /07 + 02

Euler-Lagrange:

)

Vu
[Vu

U=f—0egi — dyge + Ldiv (

1-p p—2

1 (H\/gﬂg% Lp) ( g$+g§> g1 =2\ [Z(u— 1) + 9%gr + 95,0:]
1—-p p—2

p (H\/g$+g§ Lp) (\/g$+g§> g =2\ [ 5 (u— 1)+ 59 + Fe|

— Problémes d’instabilités numériques + hypothése (p — oo)
non respectée.

N—
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En pratique: Lapproche d’Aujol

@ cadre discret: X = RN x RN Y = X x X équipés de
produits scalaires et normes euclidiens,
e - G={veX/dge Y,v=divg},
@ les textures sont un minimum oscillantes — 3u > 0 tel que
Vle < n
On définit alors

Gu={veX/|vle < u}
et la fonction indicatrice associée:

0 Si V€G1
400 sinon

(V) = xa,(v) = {

Propriété: J* est 'opérateur dual de J (J** = J).
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En pratique: Lapproche d’Aujol

La fonctionnelle & minimiser est alors:

(0,0)=  inf {J(u) +J* (:) +@N) T —u- VIlfz}

(u,v)eBVx Gy,

— Utilisation des projecteurs non-linéaires de Chambolle:

v fixé U=f-v—Pg(f-vV)
u fixe V="Pg,(f—u)
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Les projecteurs de Chambolle

Il facile de voir que w = Pg, () (I'opérateur de projection sur
Gy) est un minimiseur de

lw—IF, 1,
W)

etque u= g — Pg, () est un minimiseur de

Ju— gl
TN + J(u)

ou le projecteur est donné par le résultat suivant:

Théoréme

SiT < % alors \div (p") converge vers Pg, (g) quand n — +oo
ou
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Algorithme numérique

@ Initialisation:

I
o

Up = Vo

Q ltérations:

VI‘I+1 = PGM(f— Un)
Uni1 = F — Vo1 — Pg, (f — V1)

© On arréte I'algorithme si
max (|Unt1 — Un|, |Vnp1 — Va|) <€

ou si I'on atteint un nombre maximal d’itérations prescrit.
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Sur le choix des parametres . ..

Le choix de A et i n'est a priori pas trivial.

Aujol et al. ont proposé une méthode permettant de trouver A
et u:

@ ) fixé petit,

@ 1= \* = arg, min(corr(ufoF, viOFY)
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Comportement du modéle

lullay + AlvIIZ + plwlle  ou f=u+v+w

Theorem (J.Gilles et Y.Meyer a paraitre dans IEEE Trans.Image

Processing)

Si|lflle < 5 et||flsy < £, alors u = w = 0 et la décomposition optimale
estf=0 + f+0.

Si||flle < 55 mais que ||f||sv > £, alors trois cas sont possibles pour la
décomposition optimale f = u + v + w.
Q u=0|lVlev = &, Ivlle < 35 et {v,w) = &lwlle,
Q w=0,|v|s < £, HVHG = 5 et (u,v) = j;||ullsv et finalement,
Q Ivilav = &, Ivlle = 3, (u.v) = Zllullsv et (v, w) = & W]

A linverse, tout triplet (u, v, w) qui vérifie (1), ou (2), ou (3) est optimal pour
f = u+ v+ w et leur valeurs correspondantes de \ and p.
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Comportement du modéle

Theorem

Si f(x) = a(x) + b(x) cos(w1X + ¢1) + c(x) cos(w2x + ¢2) (a, b, ¢ de classe
C" a support compact) et si l'on suppose que 1 < \ < |wi| < & < |wz| alors
f = u+ v + w vérifie pour un certain entier |

| 4[w](x) — c(x) cos(wax + w2)[l;1 < € = C—-
Alws|

ou A; est opérateur de type Littlewood-Paley.

L _
c(x) cos(waX + p2)
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Comportement du modéle

Theorem

Si f(x) = a(x) + b(x) cos(w1X + ¢1) + c(x) cos(w2x + ¢2) (a, b, ¢ de classe
C' a support compact) et si I'on suppose que 1 < A < |wi| < £ < |w2| alors
f = u+ v + w vérifie pour un certain entier j

nw
)\‘W2|

| Aj[w](x) — c(x) cos(waxX + @2)[l;1 < e=C

ou A; est opérateur de type Littlewood-Paley.

Structures Textures

Journée modélisation mathématique des textures - GdR ISIS Modélisation par espaces de fonctions



Comportement du modéle
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Cas des images bruitées

GdR ISIS Modélisation par espaces de fi



Modele u + v + w adaptatif: principe

@ textures € Gy, et bruit € G, oU p11 >> pp,
p2 _ I
——
@ adaptabilité locale au contenu de I'image.

e renforcer la régularisation en I'absence de textures,
o — v(i,j) €]0; 1] (carte des régions),
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Modele u + v + w adaptatif: formulation

F{G  (uv,w)=J(u +J*<V>+J*<W>
S ) =J(u) 0 ”
+@N) N —u— v —ow|,

ou v1 = 1 — o (cartes locales)

a:f—V1V—V2W—PG)\(f—l/1V—l/2W)

A f—Uu—vow
VZPG‘”( Vi )

Modélisation par espaces de fonctions
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Modele u + v + w de Besov

Bruit <= distribution € E5 = {W €B% /IWlge < 5}
’ —1,00

AC2 - " Z y E
FAC2 (u, v, w) = J(u) + J <M> c ()4

@\ —u—v—wlE
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Modele u + v + w de Besov: résultat

i
&\S \\\\‘
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Utilisation des contourlettes

Remplacement: ondelettes = contourlettes

But: apporter une meilleure prise en compte de la géométrie
dans les images.

On définit alors:
@ Espaces de contourlettes CT5, et ||| c7s,.-
@ Seuillage doux < projection sur
cTy = {f e o1 /Iflor= _ <o}
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